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APRESENTACAO

Por intermédio da matematica, tudo pode ser medido ou
calculado. E, quando discorremos sobre matematica apli-
cada, estamos certamente abordando o ramo da matema-
tica que trata da aplicacao do conhecimento matematico a
diversos outros dominios e areas de conhecimento.

Tais aplicactes incluem calculo numérico, engenharia, pro-
gramacao linear, otimizacdo, modelagem continua, bioma-
tematica e bioinformatica, teoria da informacao, teoria dos
jogos, probabilidade e estatistica, matematica financeira,
criptografia, combinatoria e até mesmo geometria finita e
muito do que chamamos de ciéncia da computacao.

Em épocas passadas, a matematica era considerada impor-
tante quase que unicamente para as ciéncias naturais e a
engenharia. Entretanto, desde a Segunda Guerra Mundial,
campos fora das ciéncias fisicas deram origem a criacao de
novas areas de matematica, como teoria dos jogos, teoria
da escolha social e o conceito de redes neurais, que surgi-
ram a partir dos estudos do cérebro pela neurociéncia.

Atualmente, o termo “matematica aplicada” é usado em
um sentido bastante amplo, que inclui as areas acima men-
cionadas e também diversas outras que estdo se tornando
cada vez mais importantes a partir de sua aplicacdo. O
sucesso dos modernos métodos matematicos e de progra-
mas de computador possibilitaram a criacdo da matema-
tica computacional, ciéncia computacional e engenharia
computacional, que usam computacao de alta performan-



ce para a simulacdo de certos fendomenos e busca de so-
lucbes para problemas nas ciéncias e na engenharia. Por
isso, essas areas sdo frequentemente consideradas como
matérias interdisciplinares, todas estreitamente ligadas a
matematica aplicada.

O que é modelagem?

Um sistema possui sempre uma relacao entre sua(s) en-
trada(s) e sua(s) saida(s), como pode ser visto no diagrama
abaixo:

Entrada Sistema Saida
(Planta)

O sistema poderia ser, por exemplo, o de um aquecedor
solar de agua para consumo residencial. A agua vem de um
reservatorio (que pode ser proveniente de captacdo da agua
de chuva) e, por estar em temperatura mais baixa, é mais
densa e mais pesada e acaba por descer até o painel solar,
onde um sistema de serpentina capta e converte a energia
solar em energia térmica e a transfere para a agua, fazendo-
-a aquecer. Assim, a agua se torna menos densa e mais leve
e sobe (conveccao térmica) em direcao ao reservatoério, que
a acumula e a mantém aquecida para consumo.

Por analogia ao diagrama acima, temos a entrada sendo,
por exemplo, a intensidade da luz solar (energia solar), e
a saida, a temperatura da agua aquecida. O esquema seria
representado graficamente da seguinte forma:
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Adaptado de: <http://pegueideias.com/aquecedor-de-agua-solar-solarmix-
economia-na-conta-de-energia-uberlandia>.

Note que a entrada de energia solar pode ser definida
como “E”, e a saida, como temperatura “t” da agua aque-
cida. Nao é dificil entender que existe uma relacdo entre a
maior ou a menor incidéncia de luz solar (energia solar) e

a temperatura da agua na saida.

Veja que falamos de uma “relacdo”, o que nos remete ao
conceito matematico de uma funcao entre duas variaveis.
Nesse caso, a temperatura da agua é uma funcao da inten-
sidade de incidéncia de luz solar. Nao lembra a teoria dos
conjuntos e suas relacdes?
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Conjunto dominio Conjunto imagem

Energia solar Temperatura

Entao temos uma equacao matematica que estabelece uma
relacdo entre as variaveis E e t, dada por:

No exemplo acima, trata-se de uma relacdo linear (Modelo
Linear - Capitulo 1), mas poderia ser quadratica (Modelo
Quadradtico - Capitulo 2):

t=k.E?

E poderia ser, ainda, exponencial (Modelo Exponencial -

Capitulo 3):

t=k.e*

Ou, ainda, outros modelos matematicos mais ou menos

complexos. Um exemplo para esse mesmo sistema seria: a
energia util é avaliada pelo ganho de calor que a agua tem



devido a sua circulacado pelo coletor solar (painel solar).
Ela pode ser determinada por meio da relacao:

Q=m.C.(T,- T)

Ou, ainda:

AT=T,-T, = c
m.

“Q” representa o fluxo de energia que chega ao reservato-
rio (watts); “m” é o fluxo de massa de agua (kg/s); “C” é o
calor especifico da agua (kJ/kg °C), e T1 e T2 sdo as tempe-
raturas da agua antes e apos ter passado pelo painel solar
coletor ("C).

Sabemos que, quando estamos tomando um banho em um
chuveiro elétrico e queremos a agua mais quente, temos
de reduzir a vazao de agua na torneira. A agua, entao, fica
“fraca”, mas “quente”. Veja a importancia da modelagem
matematica, que explica esse comportamento. Note que, na
equacao, “Q” é constante (0 que equivale a dizer que é o
chuveiro na posicao inverno) e representa a entrega de uma
certa quantidade de energia térmica ao sistema do chuveiro,
mas, como o calor especifico (C) é constante também, entao
as variaveis nessa analise serdo a vazao da agua e a varia-
cao da temperatura; como o seu produto sera constante (Q),

quando uma aumenta (AT), a outra tem de diminuir (m).

1
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O modelo mais adequado para cada planta dependera das
caracteristicas dos elementos da planta (do sistema), que,
no nosso caso, dependera de como a transferéncia de ca-
lor dos painéis solares se comporta em funcao do fluxo
de agua, do tempo, da eficiéncia térmica, da natureza dos

materiais utilizados etc.

O que se pode concluir, entao? Que podemos, se conhecer-
mos as entradas e as saidas de um determinado sistema,
estabelecer uma relacdo, ou seja, uma funcao matematica
(modelo matematico), capaz de descrever como as duas
variaveis de entrada e saida se relacionam e, assim, escre-
ver a equacdo que modela o sistema, 0 que nos permiti-
ra estudar, simular, analisar, comparar, projetar, corrigir,

ajustar e desenvolver os sistemas.

Segundo o engenheiro Katsuhiko Ogata, autor de diversas
obras sobre sistemas de controle:

Um modelo matematico de um sistema dinamico é
definido como um conjunto de equacdes que repre-
sentam com precisdo a dinamica do sistema ou pelo
menos bastante bem. Tenha em mente que um mode-
lo matematico nao ¢ exclusivo para um determinado
sistema. Um sistema pode ser representado de mui-
tas formas diferentes, para que possa ter diversos
modelos matematicos, dependendo da perspectiva.

O uso desses modelos matematicos ganhou grande im-
pulso com o processamento digital de dados (variaveis)
realizado pelos computadores, gerando graficos, tabelas e
simula¢Oes que acabaram por apoiar as melhores decisoes
de técnicos e analistas ao analisarem os sistemas modela-
dos que representam os sistemas reais.



Atualmente, até mesmo explosdes nucleares sao realiza-
das por meios de modelos matematicos em processamen-
tos digitais, sem a necessidade de experiéncias de campo.
Nota-se, ainda, que os usos desses modelos se aplicam a
inimeras outras areas de conhecimento, como economia,
financas, analise de riscos, producdo, administracao etc.
Isso é o que veremos na sequéncia deste capitulo.

NOTA: Como foi dito acima, o uso de ferramentas compu-
tacionais é cada vez mais frequente nas analises moder-
nas dos problemas. Uma dessas ferramentas que se des-
tacam nas rotinas diarias dos escritorios sao as planilhas
eletronicas (Excel), nas quais a geracao de graficos a partir
de tabelas é um recurso basico e de simples utilizacao.
Entre as opcoes disponiveis, esta a construcao a partir do
grafico ja pronto da “linha de tendéncia”. Ao seleciona-lo,
o0 usuario pode escolher diversos modelos matematicos
para representar o padrao dos seus dados e, assim, facili-
tar seu estudo e analise. Veja a tela a seguir:



w -

Nas opcoes na parte de baixo do quadro, destaca-se: “Exi-
bir Equacdo no grafico”, que permite que seja visualizada
a equacao da linha de tendéncia, que é aquela que mais se
aproxima dos pontos apresentados para a construcdao do
grafico e que segue alguns modelos ja estudados neste livro.
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Desejamos que vocé aproveite ao maximo esta experiéncia
e que a leitura desta obra promova uma oportunidade de
reflexdo sobre os contetidos abordados, contribuindo efeti-
vamente para o seu enriquecimento cultural e académico..
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CAPITULO 1
MODELO LINEAR
(POR ALCINDO MIRANDA)

Este capitulo desenvolve uma fundamentacdo técnica e
tedrica capaz de proporcionar uma soélida e intuitiva com-
preensao dos conceitos basicos de que os estudantes ne-
cessitam para uma carreira na area de gestdo e financas.
Serdo abordados aspectos relativos as funcoes mais usuais
dentro da economia, com énfase em aplicacbes e aborda-
gem voltadas para resolucao de problemas de cunho pra-
tico. Segundo Benjamin Franklin, um dos lideres da Revo-
lucao Americana, investir em conhecimento rende sempre
os melhores juros. Assim, leia com atencdo e tente contex-
tualizar suas experiéncias pessoais e profissionais com os
exemplos citados neste capitulo.
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Modelo linear

FUNCOES COMO MODELOS
MATEMATICOS E O EXCEL

Em muitas situacdes de cunho pratico, o valor de uma
grandeza varia de acordo com o valor de uma segunda
grandeza. Essas grandezas sao denominadas variaveis.
Por exemplo, a quantidade de carne vendida pode depen-
der do seu preco de venda, ou o preco de venda de uma
garrafa de vinho pode depender do ano em que o vinho
foi fabricado. Relacbes como essas muitas vezes podem
ser representadas matematicamente por meio de funcoes.

Consideremos uma fabrica que produz um determinado
artigo e que pretenda realizar uma analise matematica do
custo dessa producao.

A tabela a seguir mostra o custo de producao de x unidades.

Numero de unidades )
e () Custo em reais (y)
0 1.000
2 1.005
4 1.012
6 1.021
8 1.032
10 1.045

A funcdo acima esta representada sob a forma de uma
tabela. O numero de unidades produzidas foi represen-
tado por (x), e o custo de producdo dessas x unidades foi
representada por (y). Dizemos que y varia em funcao de x



Func¢des como modelos matematicos e o Excel

e, por esse fato, podemos usar a notacao y = f(x). Como y
nesse caso representa o custo de producao de x unidades,
é conveniente usarmos y = C(x). Assim o custo de produ-
cdo de oito unidades é de R$ 1.032,00. Matematicamente,
essa informacao é representada por C(8) = 1.032. Dizemos
que y = 1.032 é a imagem do elemento x = 8. O conjunto
dos valores de x observados é denominado dominio da
funcao, e o conjunto de valores de y é denominado con-

junto imagem.

Uma funcao pode ser representada por meio de uma
equacao que relaciona as variaveis envolvidas no fato que
estiver sendo analisado. Essa equacao é denominada mo-
delo matematico. Uma ferramenta utilizada para obtencao
de um modelo matematico é a planilha eletronica (Excel),
pelo algoritmo descrito a seguir:

Algoritmo para obtencao de um modelo
matematico no Excel

1. Digitar as duas colunas (niimero de unidades produzi-
das e custo de producao), com os respectivos dados da
tabela acima, nas colunas A e B da planilha do Excel.

2. Selecionar os dados digitados nessas colunas, incluindo
os titulos das colunas, e selecionar o assistente grafico
(por meio da [Barra de ferramentas] ou do comando [In-
serir]).

II — Simbolo do [Assistente grdfico] no Excel.

23
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Modelo linear

3. Optar pelo grafico do tipo dispersao (XY), escolher o ter-
ceiro subtipo e finalizar o grafico, clicando em [Concluir].

4. Clicar com o mouse sobre a linha do grafico; aparecem,
em seguida, quadrados amarelos sobre a curva que repre-
senta o grafico.

5. Com o botdo direito do mouse, clicar sobre um dos qua-
drados amarelos e escolher a opcao [Adicionar linha de
tendéncial; escolher um dos modelos sugeridos (linear,
polinomial, exponencial etc.), de acordo com as caracteris-
ticas do tracado da curva.

Nesse caso, escolha [Polinomial] de grau 2 (no campo
[Ordem]), visto que o grdfico da funcdo é um arco de
uma parabola.

6. Na aba [Opcdes], selecionar [Exibir equacdo no grdfico) e,
depois, clicar em [OK], para finalizar.

1050
1045
1040
1035
1030
1025
1020
1015
1010
1005
1000

995

y =0,25x2 + 2x + 1000



Func¢des como modelos matematicos e o Excel

A lei funcional (funcao) obtida é y = 0,25x? + 2x + 1.000 ou,
representando y como C(x), temos:

Cx) =0,25x% + 2x + 1.000

O fato de conhecermos a lei funcional C(x) = 0,25x? + 2x
+ 1.000 permite responder a algumas questoes relevantes
para a situacdo abordada. Vamos ilustrar a seguir:

Problema 1: considerando a funcdo custo em reais refe-
rente a producao de x unidades de um artigo denotada
por C(x) = 0,25x% + 2x + 1.000

a) Qual o custo de producado de nove unidades?
Basta calcular C(9), ou seja, na equacao C(x) = 0,25x2 + 2x
+ 1.000, substituir o x por 9.

Assim sendo, temos;
C9)=0,25.(9)%+2.(9) + 1.000 = 1.038,25

Assim, o custo de fabricacdao de nove unidades desse arti-
go é de R$ 1.038,25.

b) Qual o custo de fabricacdo da 102 unidade?

Nesse caso, pretendemos estabelecer o custo especifico da
décima unidade, que corresponde a C(10) - C(9), ou seja,
o custo de producao de 10 unidades menos o custo de
producao de nove unidades.
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Modelo linear

Aplicando-se 0 mesmo procedimento que acabamos de
aprender, calculamos o custo de 10 unidades e obtemos:

C(10) = 0,25 .(10)? + 2. (10) + 1.000 = 1.045
Finalmente, podemos definir o custo da 102 unidade:
C(10) - C(9) = 1.045 - 1.038,25 = 6,75
Portanto, a 102 unidade custara R$ 6,75.

¢) Qual o custo fixo de producao desse artigo?

O custo fixo representa despesas que a empresa tem in-
dependentemente do numero de unidades produzidas,
como aluguel, salarios de funcionarios que nao estao liga-
dos diretamente ao custo de producao etc. Para obtermos
o custo fixo, devemos calcular o valor de y quando x = 0,
ou seja, o custo fixo é dado por C(0). Assim, o custo fixo,
nesse caso, ¢ C(0) = 1.000, ou seja, o custo fixo de produ-
cdo desse artigo é de R$ 1.000,00.

d) Qual o custo médio de fabricacdo da décima unidade?
O custo médio de x unidades [CM(X)] é dado pelo quocien-
te entre o custo de producao de x unidades e o niumero de
unidades produzidas x, ou seja:

CM(x) = .
X

C(10) 1.045
Logo, temos CM(10) = = =10,45
10 10




Func¢des como modelos matematicos e o Excel

Isso significa que cada uma das 10 unidades teve um cus-
to de fabricacdo igual aR$ 10,40, que difere do custo espe-
cifico da 102 unidade, que foi de R$ 6,75, obtido no item b.

Taxa de variacao média - TVM de uma funcao

Dada uma funcao y = f(x), dizemos que a taxa de variacao
média dessa funcado, quando x varia de x, até x,, ¢ dada
pela seguinte razao:

fix) - fix)
X, X,

TVM =

Considere o exemplo a seguir.

Problema 2: suponha que o custo de producao (em reais)
de x maquinas ¢é dado pela lei funcional:

C(x) = 30x2 + 100x + 5.000

Determinar:

a) A TVM do custo de producado quando x varia de 50 uni-
dades produzidas para 60 unidades produzidas.

A TVM solicitada é dada por

((60) - ((50)
60 - 50

27
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Modelo linear

O primeiro passo é calcular o custo de producao de 60
unidades, C(60):

C(60) = 30 . (60)* + 100 . (60) + 5.000 = 119.000

Agora, é preciso calcular o custo de producao de 50 uni-
dades, C(50):

C(50) = 30. (50)* + 100 . (50) + 5.000 = 85.000

Assim, temos que a TVM solicitada é:

(60) - C(50) 119.000 - 85.000
TV]W= = —
60 - 50 10

34.000
— = 3.400 reais/unidade
10

Isso significa que, quando aumentamos a producao de 50
para 60 unidades, cada uma das 10 unidades acrescen-
tadas, custara, em média, para a empresa, R$ 3.400,00.

b) A TVM do custo de producao quando x varia de 60 uni-
dades produzidas para 70 unidades produzidas.

C(70) - C(60) 159.000 - 119.000
70 - 60 10

40.000
10

= 4.000 reais/unidade



Func¢des como modelos matematicos e o Excel

¢) O custo de fabricacao da 712 unidade.

C(71) - C(70) = 163.330 - 159.000 = 4.330

Ou seja, o custo de fabricacdo da 712 unidade é de R$
4.330,00.

Observe a importancia de estimar esses valores. O cus-
to especifico de producao da 712 unidade, R$ 4.330,00,
é maior que o custo médio de producao observado no
intervalo de variacao referente a producao de 60 a 70
unidades, que foi de R$ 4.000,00 por unidade. Esse fato,
na pratica, possibilita ao usuario dessa ferramenta deci-
dir se vale ou nao a pena realizar a producao da unidade
subsequente, que, no caso, foi a 712,

d) A TVM do custo de producao quando x varia de 70 uni-
dades produzidas para 71 unidades produzidas.

C(71) - C(70) 163.330 - 159.000
TVM = = -
71-70 1

4.330 reais/unidade

Observamos que o valor acima coincide com o custo es-
pecifico de producao da 712 unidade.
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e) A TVM do custo de producado quando x varia de 0 unida-
des produzidas para 70 unidades produzidas.

C(71) - C0) 159.000 - 5.000
71-0 70

2.200 reais/unidade

f) O custo médio de fabricacdo de 70 unidades.

O custo médio de x unidades é dado por:

C(x)
CM(x) =
Assim, temos:
CM(70) = = reais/uniaade
70 70

Observe que o valor do custo médio de producao de 70
unidades, R$ 2.271,43 por unidade, difere do valor da
TVM do custo de producao das 70 primeiras unidades,
que foi de R$ 2.200,00 por unidade, calculado no item
(e). Esse fato ocorre porque, no calculo da TVM, foi leva-
do em consideracao o valor do custo fixo, o que nao foi
registrado no custo médio.
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Problema 3: uma empresa que fabrica e vende um deter-
minado produto registrou o nuimero de unidades vendidas
(x) e 0 preco unitario (p) desse produto nos ultimos quatro
meses na tabela abaixo:

Més Numero de unidades Preco unitario de
vendidas (x) venda em reais (p)
Janeiro 40 169,87
Fevereiro 50 121,31
Marco 70 99,32
Abril 80 89,87

Tomando como referéncia a taxa de variacdo entre o nu-
mero de unidades vendidas em relacdo ao preco unitario
de vendas, podemos afirmar que, no periodo de janeiro a
abril, registrou-se:

a) Um acréscimo de uma unidade vendida por cada real
diminuido no preco.

b) Um decréscimo de uma unidade vendida por cada real
diminuido no preco.

¢) Um acréscimo de uma unidade vendida por cada dois
reais diminuidos no preco.

d) Um decréscimo de duas unidades vendidas por cada
dois reais diminuidos no preco.
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Solucao:

Calculando a taxa de variacao entre o numero de unidades
vendidas em relacdo ao preco unitario de venda no perio-
do de janeiro a abril, temos:

variacdo do numero de unidades vendidas

TVM =
variacdo no preco unitdrio de venda
TVM = 5040 = 0 _ ! = unidgde/
89,87 - 169,87 -80 ) reais

O resultado corresponde a um acréscimo de uma unidade
vendida para cada dois reais diminuidos no preco, ou seja,
a opcao (c) esta correta.

Observe que a fracao corresponde a um decréscimo de uma
unidade vendida para cada dois reais acrescidos no preco:

1
—2 unidade/reais = unidade/reais
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FUNCOES USUAIS EM ECONOMIA

Até o momento, ilustramos nossos exemplos utilizando
uma funcdo econdémica denominada funcao custo. Exis-
tem varias outras funcdes associadas a comercializacdo

de um produto. Vamos elencar algumas delas:

® Funcao demanda: modelo matematico que asso-
cia o preco unitario de venda (p) ao niumero de uni-
dades vendidas, ou seja, demandadas (x).

® Funcao oferta: modelo matematico que associa o
preco unitario (p) estabelecido na expectativa de se
obter uma venda de x unidades que se disponibiliza
no mercado.

® Funcao receita: denotada por R(x), é obtida com
a venda de x unidades do produto ao preco unitario
de venda (p). R(x) é dada pela expressao:

R(x) = (nimero de unidades
vendidas) . (preco unitario de venda)
Ou
Rx)=x.p

® Funcdo custo: conforme ja vimos, é denotada
por C(x) e representa o custo de producao de x uni-
dades de um produto.
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® Funcao lucro: denotada por L(x), representa o lu-
cro obtido na venda de x unidades de um produto e
¢é dada pela expressao:

L(x) = receita - custo
Ou
L(x) = R(x) - C(x)

® As funcoes receita média RM(x) e lucro médio
LM(x) decorrem do mesmo raciocinio desenvolvido
na funcdo custo médio ilustrada no problema 1,
item (d). Sao dadas pelas expressoes:

R(®) e LM = L(x)

RM(x) =

Problema 4: dados colhidos em uma pesquisa de merca-
do apontam que X milhares de consumidores comprarao
uma determinada marca de cafeteira se o preco unitario
de venda em reais for p =-0,27x + 51. Além disso, sabe-se
que o custo de producdo de x milhares de unidades em
milhares de reais é C(x) = 2,23x2? + 3,5x + 85.

a) Qual o preco de venda que deve ser colocado no pro-
duto para que tenhamos uma expectativa de obter 10.000
unidades vendidas?



Fungées usuais em economia

Para obtermos 10.000 unidades vendidas, devemos usar
X = 10 milhares. Logo, substituimos x = 10 na equacao p
=-0,27x + 51. Obtemos, entado, p = -0,27(10) + 51 =>p =
-2,7 + 51 => p = 48,30, ou seja, o preco unitario de venda
devera ser de R$ 48,30.

b) Quantas unidades podemos esperar que sejam vendi-
das se cada cafeteira custar R$ 41,557

Nesse caso, substituimos p = 41,55 na equacao p = -0,27x
+ 51. Temos, entao:

41,55 =-0,27x + 51 => 0,27x = 51 - 41,55 =>

9,45

0,27x=9,45 =>x = =>x =35

Podemos esperar que sejam vendidas 35.000 unidades
caso o preco unitario de venda seja R$ 41,55.

¢) Qual a receita a ser obtida com a venda de 10.000 uni-
dades?

L(x) = receita - custo
R(x) = (mmero de unidades
vendidas) . (preco unitario de venda)
R(10) = (10) . (48,30) = 483 => x1.000
=>483.000 => R$ 483.000,00
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d) Qual o custo de producao de 10.000 unidades?

C(x) =2,23x2 + 3,5x + 85 => C(10) = 2,23(10)2
+ 3,5(10) + 85 => 343 => x1.000
— 343.000 => R$ 343.000,00

e) Qual o lucro na venda de 1.000 unidades?

L(x) = receita - custo
L(10) =R(10) - C(10)
— L(10) = 483 - 343 =14
0 => x1.000 => 140.000

O lucro na venda de 1.000 unidades devera
ser de R$ 140.000,00.

f) Obtenha a funcao receita.

Rx)=x.p
Como p =-0,27x+ 51 => R(x) =x . (-0,27x
+51) => R(x) = -0,27x? + 51x

g) Obtenha a funcao lucro.

L(x) = receita - custo
Lx) = RX) - C(x)
Lx) = (-0,27x%+ 51x) - (2,23x2 + 3,5x + 85)
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L(x) =-0,27x? + 51x - 2,23x2 - 3,5X - 85)
Lx) =-2,5x® + 47,5x - 85

h) Utilize a funcdo obtida no item (g) para obter o lucro
referente a venda de 10.000 unidades. Compare com o re-
sultado obtido no item (e).

Devemos calcular L(10) na funcao L(x) = -2,5x% + 47,5x - 85.

Logo, temos: L(10) = -2,5(10)? + 47,5(10) - 85
=>L1(10) = 140 => x10.000
— 140.000, ou seja, R$ 140.000,00, que con-

siste no mesmo valor obtido no item (e).

i) Calcule o lucro médio por unidade na venda de 10.000
unidades.

L(10) 140 =14 reais/

10 10 unidade

LM(x) = => LM(10) =

j) Encontre a funcao lucro médio. Utilize essa funcdo para
resolver o item (i).

-2,5X%* +47,5x - 85
X

L(x)
LM(X) = ——— => LM(x) =
X
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Essa funcao pode ainda ser representada da seguinte forma:

-2,5x> 47,5x 85 85
+ - ——=>LM(Xx)=-2,5x+47,5 -——
X X X

LM(x) =

Usando x = 10 na equacao acima, temos:

85
LM(x) = -2,5(10) + 47,5 —E= -25+47,5-8,5=14

Que consiste no mesmo valor obtido no item (i), ou seja,
R$ 14,00 por unidade.

Alguns modelos econdémicos podem ser descritos utili-
zando-se funcdes quando pelo menos uma das variaveis
¢ informada em termos percentuais. Esse fato aponta a
necessidade de revermos algumas operacoes envolvendo
esse conteudo. O proximo problema descreve uma situa-
cdo de cunho pratico que ilustra esse fato.

Problema 5: suponha que o nimero de funcionarios ne-
cessarios para distribuir catalogos telefénicos para x% das
residéncias em certa regido rural seja dado pela funcao:
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a) Qual o dominio dessa funcao?

O dominio consiste no conjunto de valores que podem ser
substituidos no lugar de x.

Observe que, matematicamente, x nao pode ser igual a 300,
tendo em vista que esse valor torna o denominador (300 - x)
dessa funcao igual a zero. Assim, o dominio dessa funcao
consiste em todos os nimeros reais diferentes de 300. O

dominio pode ser informado também da seguinte forma:

D(N) = {x € R}, em que x = 300

b) Para que valores de x a funcao N(x) tem significado nes-

se contexto?

Todos os numeros reais x do intervalo < x <100.

¢) Quantos funcionarios sdo necessarios para distribuir
catalogos para 50% das residéncias?

Neste caso, 50% => x = 50. Substituindo x = 50 na funcao
dada. temos:

600(50) 3.000 A
M10) = = = 120 residéncias
300 - 50 250
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d) Quantos funcionarios sdo necessarios para distribuir
catalogos para todas as residéncias?

Nesse caso, devemos atender 100% das residéncias, ou
seja, x = 100.

Substituindo x = 100 na funcao dada, temos:

600(100) 60.000 o
N100) = = = 300 residéncias
300 - 100 200

e) Que porcentagem das residéncias tera recebido catalo-
gos novos depois da utiliza¢dao de 150 funcionarios?

_ 600(x) o
Na equacao N(100) = ——— , substituimos N(x) por 150.
300 - x
600(x)
150 = —— =>600x=150. (300 - x) =>
300 - x

600x = 45.000 - 150x => 600x + 150x = 45.000 =>

45.000
750x=45.000 =>x= ——— =>x=60
750

Logo, 60% das residéncias terdao recebido os novos catalogos.

f) Supondo que a regido possua um total de 500 residén-
cias, quantas foram atendidas depois da utilizacao de 150

funcionarios?
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Como vimos no item (e), apos a utilizacdo de 150 funcio-
narios, 60% das residéncias serao atendidas. Devemos, en-
tao, calcular 60% de 500. Ou seja:

60
60% de 500 = ————  x500 = 300
100

Ou seja, serao atendidas 300 residéncias.

g) Supondo que a regidao possua um total de 500 residén-
cias, quantos funcionarios deverdo ser designados para
atender a uma demanda de 400 residéncias?

Nesse caso, devemos inicialmente calcular o percentual
que representa os 400 em relacao ao total de residéncias,
que é 500. Ou seja:

400
— =0,8 => (100%) => 80% => x = 80
500
o . 600x
Substituindo x = 80 na equacado N(x) = W , temos:
-X

600 . (80) 4.800 _ o
N80) = = = 22 funcionarios
300 - 80 220
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O MODELO LINEAR

A tabela a seguir representa o custo de producao de mol-
duras de quadros.

Numero de unidades Custo de producao
produzidas (x) em reais (y)
10 500
20 700
30 900
40 1.100
50 1.300
60 1.500

Com utilizacao do algoritmo para obtencao de um modelo
matematico no Excel (escolhendo-se a opcao linear apoés
adicionar linha de tendéncia, visto que o grafico é uma
reta), podemos tracar o grafico do custo de producéao (y)
em funcdo do numero de unidades vendidas (x), além de
encontrar a lei funcional representativa da referida tabela.

Custo de producao
1600
1400
1200

y =20x + 300

1000
800
600
400
200



0 modelo linear

Observamos que a equacdo obtida para a reta que repre-
senta o grafico da funcao é y = 20x + 300. Utilizando-se a
notacao y = C(x), podemos, entao, escrever que o custo de
producao de x unidades é dado pela funcao C(x)= 20x + 300.
Diante desse contexto, vamos resolver o seguinte exercicio:

Problema 6: considere a tabela apresentada abaixo, que
representa o custo de producao de molduras de quadros:

Numero de unidades Custo de producao
produzidas (x) em reais (y)
10 500
20 700
30 900
40 1.100
50 1.300
60 1.500

a) Calcule a TVM do custo de producao quando x varia de
50 unidades produzidas para 60 unidades produzidas.

variagdo do custo
TVM =

variacdo do numero de unidades produzidas

1.500 - 1.300 200
TVM = = =20
60 - 50 10

TVM = 20 reais/unidade
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b) Calcule a TVM do custo de producao quando x varia de
10 unidades produzidas para 50 unidades produzidas.

variacdo do custo
TVM =

variacdo do numero de unidades produzidas

1.500 - 1.300 200
TVM = = =20
60 - 50 10

TVM = 20 reais/unidade

c) Calcule a TVM do custo de producado quando x varia de
20 unidades produzidas para 60 unidades produzidas.

variacdo do custo
TVM =

variagdo do numero de unidades produzidas

1.500 - 700 800
TVM = = =20
60 - 20 40

TVM = 20 reais/unidade

d) Qual o custo fixo de producao desse artigo?

C(0) = 300 => Custo fixo => R$ 300,00
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Como podemos observar, em todos os itens encontramos
o mesmo resultado. Como vimos, o grafico dessa funcao
C(x) = 30x + 200 é uma reta, e sua taxa de variacao em
qualquer intervalo de producado é de R$ 30,00 por uni-
dade, ou seja, dizemos que a taxa de variacdo do custo
de producao é constante e igual a R$ 30,00 por unidade,
0 que pode ser descrito das seguintes formas: R$ 30,00/
unidade ou 30 reais/unidade.

O fato de a TVM de uma funcao ser constante em qualquer
intervalo caracteriza o modelo linear, e a equacdo da reta
representativa desse modelo é da formay=m .x +n. O
valor de m corresponde a TVM da funcado que esse modelo
representa, e o valor de m corresponde ao custo fixo igual
aR$ 300,00, ou seja, quando x = 0, y = 300 (observe o valor
no ponto em que a reta corta o eixo vertical).

No ensino médio, é mais usual utilizarmos o termo fun-

cao do 1° grau em vez de modelo linear.

Custo de producao
1800

1600
y =20x+ 300
1400
1200
1000
800
600
400

200
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Observe que, tanto na tabela quanto no grafico, quanto
maior o numero de unidades produzidas, maior é o custo
de producao. Isso aponta uma taxa de variacao positiva
(m = 30). Esse fato caracteriza uma funcao do 1° grau ou

um modelo linear crescente.

Problema 7: uma industria implantou um programa de pre-
vencao de acidentes de trabalho. Antes da implantacao des-
se programa, o numero anual de acidentes desse tipo era
38. Apo6s a implantacdo do referido programa, esse namero
caiu em média de quatro acidentes por ano durante os pri-
meiros trés anos de implantacao. Nesse contexto, pede-se:

a) A lei funcional (modelo matematico) que relaciona o nu-
mero de acidentes (y) e o tempo de implantacdo em anos
(t) desse programa.

Vamos apresentar duas maneiras de resolver esse problema:
Primeira maneira
® Vamos construir uma tabela de valores paratey:
Observe que o texto informa que, quando t =0,y =

38. O valor de y diminui em quatro unidades apos
cada ano de implantacdo. Assim, temos:

t y

0 38
1 34
2 30
3 26
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® Como a taxa de variacao é constante, trata-se de
um modelo linear em que y = m . t + n. Podemos
calcular m escolhendo um periodo qualquer para o
intervalo de tempo, por exemplo, entre t=0e t = 3.
Assim, temos:

variagdo do numero de acidentes y

variacdo do tempo t

26 - 38 -12
= = -4 acidentes/ano
3-0 3

® 1 =38, pois corresponde ao valor de y quando t = 0.
Assim, a lei funcional solicitada é y=-4t+ 38 ouy =
38 - 4t

Segunda maneira

Considerando a tabela elaborada na primeira maneira, po-

demos aplicar o algoritmo para obtencao de um modelo

matematico no Excel.

40
35
30
25
20

y=-4t+38

0,5 1 1,5 2 2,5 3 35

O Excel informara y = -4x + 38. Basta trocar x por t.
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Observe que, tanto na tabela quanto no grafico, quanto
maior o tempo (t) de implantacao do programa de preven-
cao de acidentes de trabalho, menor é o nimero de aciden-
tes. Isso aponta uma taxa de variacdo negativa (m = -4).
Esse fato caracteriza uma funcdo do 1° grau decrescente

ou um modelo linear decrescente.

b) Quanto tempo levara para essa industria erradicar os
acidentes de trabalho?

Erradicar os acidentes de trabalho corresponde a conside-
rar que y = 0 na funcéo y = -4t + 38. Assim, temos:

38
y=-4t+38=>0=-4t+38=>t= T =9,5 =>

t=9,5, ou seja, daqui a nove anos e seis meses.

Vamos inserir esse resultado na tabela desenvolvida nesse

problema para visualizar sua interpretacao grafica:

t y
0 38
1 34
2 30
3 26
9,5 0
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40

y=-4t+38

35
30
25
20
15
10

Podemos observar que o grafico corta o eixo vertical em
y = 38 (valor de n, ou seja, valor de y quando t = 0) e cor-
ta o eixo horizontal em t = 9,5 (valor de t quando y = 0).
Este valor, t = 9,5, é denominado raiz da funcao.

Para encontrarmos a raiz de uma funcdo, basta colocar-
mos y = 0 e resolvermos a equacdo obtida.

O modelo linear para as fun¢ées demanda e
oferta

® Funcao demanda: modelo matematico que asso-
cia o preco unitario de venda (p) ao numero de unida-
des vendidas, ou seja, demandadas (x). No caso, va-
mos abordar o modelo linear na formap =m.x + n.
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Problema 8: uma loja vende oito unidades de certo tipo
de meia quando o seu preco unitario de venda é R$ 13,80.
Quando esse preco cai para R$ 4,80, registra-se um nimero
de 14 unidades vendidas. Considerando o modelo linear:

a) Encontre a taxa de variacdo da funcao de demanda e
interprete o seu resultado.

Montemos uma tabela:

p X
15,60 8
4,80 14

Calculo de m:

variacdo do preco
m=

variagdo do numero de unidades vendidas

4,80 - 15,60 -10,80
= =-1,80
14 -8 6

m = -1,80 reais/unidade

Para cada R$ 1,80 diminuidos no preco,

temos uma unidade a mais vendida.

b) Escreva a equacdo de demanda:

Ja encontramos o valor de m = -1,8. Pela tabela, temos
que, quando p = 4,80, o valor de x = 14.
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Assim, substituindo na equaciao p = m . X + n, teremos:

480=-1,8.(14) +n=>-25,2+n=4,80
=>n=4,80+252=>n= 30

Concluimos que a equacao solicitada é p = -1,8x + 30.

O exemplo anterior ilustra um procedimento algébrico
para determinacdo de um modelo linear (equacao da reta).
Ilustraremos a seguir mais um exemplo desse tipo, con-
templando uma funcao usual em economia denominada
funcao oferta.

® Funcao oferta: modelo matematico que associa o
preco unitario (p) estabelecido na expectativa de se
obter uma venda de x unidades que se disponibili-
za no mercado. Lembre-se de que no modelo linear
essa equacao ¢ daformap=m.x + n.

Problema 9: consideremos que a mesma loja do proble-
ma 8 resolva oferecer uma promocao para quantidades
vendidas que nao excedam sua capacidade de producao.
Ao preco unitario de venda igual a R$ 11,60, serdo dispo-
nibilizados no mercado oito unidades para venda e, em
seguida, ao preco unitario de R$ 14,00, a quantidade dis-
ponibilizada passara para 20 unidades para venda.

a) Encontre a taxa de variacdo da funcao de oferta e inter-
prete o seu resultado.
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Montemos uma tabela:

P X
11,60 8
14 20

variagdo do preco
m=

variacdo do numero de unidades vendidas

14 - 11,60 2,4
= =0,20
20-8 12

m = -0,20 reais/unidade

Para cada R$ 0,20 acrescidos no

preco, temos uma unidade a mais vendida.

b) Escreva a equacao de oferta:

Ja encontramos o valor de m = 0,20. Pela tabela, temos que
,quando p = 14, o valor de x = 20.

Assim, na equacao p =m . X + n, teremos:

14=0,20.(20)+n=>n+4=14,10
=>n=14-4=>n=10

Concluimos que a equacao solicitada é p = 0,20x + 10.
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Observacoes:

® A equacao de demanda p = -1,8x + 30 apresenta
a taxa de variacdo negativa (-1,8) que corresponde
ao coeficiente de x na equacdo considerada. Na ta-
bela, observamos que a funcido demanda é decres-
cente. Assim, no modelo linear, se a taxa de variacao
é negativa, entdo a funcao representativa é decres-
cente. Observe o grafico a seguir:

30

® A equacdo de oferta p = 0,20x + 10 apresenta a taxa
de variacao positiva (0,20) que corresponde ao coefi-
ciente de x na equacao considerada. Na tabela, obser-
vamos que a funcao oferta é crescente. Assim, no mo-
delo linear, se a taxa de variacdo é positiva, entdao a
funcao representativa é crescente. Observe o grafico:

OFERTA
30
PE

DEMANDA

10

Y
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Para obtermos o ponto de equilibrio - PE de mercado, basta
igualarmos a equacao de demanda com a equacao de oferta.

Problema 10: calcular o ponto de equilibrio da loja refe-
rente aos problemas 8 e 9, cuja equacao de demanda é p =
-1,8x + 30 e cuja equacdo de oferta ¢ p = 0,20x + 10.

Para calcularmos o PE de mercado, igualamos a equacao
de demanda com a equacao de oferta do produto em ques-
tdo. Nos problemas 8 e 9, obtivemos a equacao de deman-
da p = -1,8x + 30 e a equacao de oferta p = 0,20x + 10.
Igualando essas duas equacoes, teremos:

0,20x + 10 =-1,8x + 30
0,20x + 1,8x =30 - 10
2x = 20 => x = 10 => escolhendo uma das
equacoes consideradas para substituir o
valor de x = 10 encontrado, temos:

Pp=020x+10=>p=0,20(10)+10=>p=2+10=>p =12

A
p OFERTA
30
PE
12 |€ Yy
DEMANDA
10

10 X
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Concluimos que o PE de mercado é (x =10e p =12), 0
que corresponde a dizer que, ao preco de R$ 12,00, te-
remos, matematicamente, a garantia de que as unidades
ofertadas x = 10 serdo vendidas. Podemos observar que,
se o preco cobrado for maior que R$ 12,00, a quantidade
ofertada sera maior que a quantidade demandada (ven-
dida). Existe, entdo, uma tendéncia para o preco da meia
diminuir devido ao excedente da oferta. Por outro lado,
se o preco for inferior a R$ 12,00, a quantidade deman-
dada (vendida) sera maior que a oferta, e esse excesso de
demanda tende a fazer com que o preco aumente, conver-

gindo em direcado ao preco do PE.

® (s problemas 8 e 9 ilustram um procedimento
algébrico para obtencdo do modelo linear y =m . x
+ n (funcdo do 1° grau - equacdo da reta) quando
conhecemos dois pontos da reta. Resumindo o pro-
cedimento adotado, temos:

Procedimento para obtencao do modelo linear

Passo 1: tabelar os pontos fornecidos.
Passo 2: calcular a taxa de variacao (m).

Passo 3: escolher um dos pontos fornecidos para
calcular o intercepto no eixo vertical (n).
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Vejamos mais um exemplo:

Problema 11: o grafico abaixo representa, em bilhdes de
dolares, a queda das reservas internacionais de um deter-
minado pais no periodo de julho de 2014 a julho de 2016.

a) Qual a taxa de variacao da queda das reservas no perio-
do considerado?

A Reservas em bilhées de délares
(35,6)
(22)
Julho Julho
2014 2016

Vamos definir y com eixo vertical que corresponde ao va-
lor das reservas em bilhdes de dolares e x o eixo horizon-
tal que corresponde ao ano. Para facilitar nossos calculos
utilizaremos x = 0 para o ano de 2014 e X = 2 para 0 ano
de 2016. Dessa forma, temos em 2014 (x = 0) uma reserva
de y = 35,6 bilhdes de doélares e, em 2016 (x = 2), uma re-
serva de 22 bilhoes de dolares. Assim, podemos tabelar os
valores do grafico da seguinte forma:

35,6
22
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Logo, a taxa de variacdao da queda m sera dada por:

variacdo da reserva 'y

m =
variacdo do ano x
22 - 35,6 -13,6 L .
50 = > = -6,8 milhoes de dolares/ano

b) Calcule o total de reservas desse pais, em bilhdes de
dolares, em julho de 2015.

Em julho de 2015, a reserva era de 35,6 bilhdes de doéla-
res. Como a taxa de variacdo da queda m é -6,8 bilhoes
de doélares por ano, subtraimos 6,8 de 35,6, obtendo 28,8
bilhdes de dolares, que ¢é o valor das reservas em 2015.

¢) Encontre a equacdo da reta ilustrada no grafico para
projetar a época em que essas reservas se esgotardao, ad-
mitindo que a taxa de variacdo calculada permaneca inal-

terada nos proximos anos.

A equacdo daretay=m.x + n pode ser obtida da seguinte
forma:

® (Calculo de m: vimos no item (a) => m = -6,8.
® Temos quey=-6,8.X+n.

® (O valor de n pode ser obtido escolhendo-se um
ponto (X, y) da tabela, por exemplo (2, 22), ou seja,
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para x = 2, temos y = 22. Substituindo na equacao y
=-6,8 . X + n, vamos ter:

22=-6,8.(2)+n=>22=-13,6+n
=>22+13,6=n=>356=n=>n= 35,6
=> A equacdo da reta é y = -6,8x + 35,6.

Obs.: o valor de n = 35,6 poderia ser obtido direto no gra-

fico, por ser o corte no eixo vertical.

A Reservas em bilhdes de délares
(35,6)
(22)
Julho Julho
2014 2016

d) Vamos utilizar a equacao y = -6,8x + 35,6 para projetar
a época em que essas reservas se esgotarao, admitindo que
a taxa de variacao da queda m = -6,8 bilhoes de dolares por
ano permaneca inalterada nos proximos anos. O fato de as
reservas se esgotarem corresponde a dizer que y = 0. Subs-
tituindo esse valor na equacao y = -6,8x + 35,6, temos:

=>0=-6,8.x+356=>0+6,8.x=356=>6,8.x=356=>

35,6
6,8

X = 5,2 (raiz da funcao y = -6,8x + 35,6)
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Isso significa que 5,2 anos ap6s 2014 as reser-
vas se esgotarao. Ou seja, 2014 + 5,2 = 2.019,2.

Durante o ano de 2019, as reservas se esgotarao.

Mais precisamente, 0,2 anos corresponde

a 0,2 . (12 meses) = 2,4 meses.

Como o més de referéncia foi julho, teremos as reservas
se esgotando em outubro de 2019.

e) Esboce um grafico da funcao obtida indicando sua raiz.

A Reservas em bilhées de délares (y)

35,6

Y

x=5,2 X

Outubro de 2019

Observe que 35,6 representa o corte no eixo vertical (y),

enquanto x = 5,2 representa o corte no eixo horizontal (x).
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O modelo linear para as fungdes custo, receita
e lucro

Relembremos alguns conceitos ja abordados:

® Funcao receita: denotada por R(x), é obtida com
a venda de x unidades do produto ao preco unitario
de venda (p). R(x) é dada pela expressao:

R(x) = (nimero de unidades
vendidas) . (preco unitario de venda)
Ou
Rx)=x.p

® Funcao custo: denotada por C(x), é o custo de
producao de x unidades de um produto.

C(x) = custo fixo + custo variavel por unidade

Na funcéo custo, o custo fixo corresponde a soma dos custos
que nao dependem da quantidade produzida, tais como, alu-
guel, seguros, dentre outros. A parcela do custo que depen-
de da quantidade produzida x é denominada custo variavel.

® Funcao lucro: denotada por L(x), representa o lu-
cro obtido na venda de x unidades de um produto e
¢é dada pela expressao:

L(x) = receita - custo
Ou
Lx) = Rx) - C(x)
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Problema 12: uma empresa vende um artigo cujo custo
unitario é composto por R$ 6,00 (referente a matéria-pri-
ma) mais R$ 8,00 (referente a mao de obra direta). O custo
fixo mensal é de R$ 2.500,00, e cada unidade desse artigo
é vendida por R$ 25,00.

a) Qual o custo de producao de cinco unidades mensais?

O custo é dado por C(x) = custo fixo + custo variavel por
unidade.

O custo fixo é R$ 2.500,00.
O custo de cada unidade é composto por R$ 6,00 (referen-

te a matéria-prima) mais R$ 8,00 (referente a mao de obra
direta). Entao, cada unidade custara R$ 14,00.

O custo de cinco unidades sera:

C(5) = custo fixo + custo variavel por unidade

C(5) = 2.500 + 14 . (5) => C(5) = 2.500 + 70

=> C(5) = 2.570 => R$ 2.570,00

b) Qual o custo de producdo de x unidades mensais?

C(x) = custo fixo + custo variavel por unidade

Cx)=2.500+14.(x)=>C(x)=2.500+14.x
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¢) Qual a funcao receita na venda de x unidades mensais?

R(x) = (nimero de unidades
vendidas) . (preco unitario de venda)
Ou
Rx)=x.p

Como o preco de venda é R$ 25,00, teremos:

R(x) =x.(25) => R(x) = 25x
d) Qual a funcao lucro na venda de x unidades mensais?

L(x) = receita - custo
Ou
L(x) = R(x) - C(x)
L(x) = 25x - (2500 + 14 . x)
=>L(x) = 25x - 2500 - 14x

=>Lx)=11x- 2.500

e) Quanto aumenta percentualmente o lucro se a venda

aumentar de 1.000 para 1.500 unidades mensais?

Calculemos, inicialmente, o lucro para a venda de 1.000
unidades mensais e o lucro para venda de 1.500 unida-
des mensais:

Lx)=11x- 2.500
L(1.000) =11 . (10.000) - 25.000 = R$ 8.500,00.
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L(1.500) =11 .(1.500) - 2.500 = R$ 14.000,00.
O acréscimo em reais é R$ 14.000,00 - R$ 8.500,00
=>R$ 5.500,00.

Devemos calcular qual o percentual que esse acréscimo
(R$ 5.500,00) representa sobre R$ 8.500,00. Para isso, bas-
ta efetuarmos a seguinte operacao:

5.500

— =0,647 =>.(100%) => 64,7%
8.500

Podemos concluir que, com um acréscimo de 50% na
venda mensal (de 1.000 para 1.500 unidades), a empre-
sa tera um acréscimo no lucro de 64,7%.

f) O que ocorrera caso a empresa venda 200 unidades

mensais?

Lx)=11x-2.500
L(200) =11 . (200) - 25.000 = -R$ 300,00.
Isso significa que a empresa tera
um prejuizo de R$ 300,00.

g) Qual a menor quantidade possivel de venda de forma
que a empresa nao tenha prejuizo?

Nesse caso, devemos encontrar a quantidade vendida x
que proporciona o lucro igual a zero. A empresa nio teria
lucro nem prejuizo. Resolvemos a equacao L(x) = 0.
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X = 23 unidades (que corresponde a raiz da funcao lucro).

2.500
Lx)=0>11x-500=0=> 11X=2.500=>X=T =>

Obs.: esse valor encontrado, x = 23 unidades, é denominado
ponto de nivelamento ou ponto critico. Para sua obtencao,
conforme foi ilustrado, resolvemos sua equacdo L(x) = O.
Tendo em vista que L(x) = receita - custo, podemos escrever:

Receita - custo = 0 => receita = custo => R(x) = C(x)

Podemos obter o ponto critico igualando a funcao receita
a funcéao custo.
h) Esboce um grafico do mesmo sistema de coordenadas: as

funcoes custo e receita, indicando o ponto de nivelamento.

Vamos construir os graficos inicialmente separados:

C(x) =11x + 2500

A Custo

2500

>
>

Unidades (x)
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R(x) = 25x
A Receita

>
>

Unidades (x)

Representando os graficos no mesmo sistema de coorde-

nadas, temos:

Receita

Custo

»
>

x=23 Unidades (x)

Ponto critico
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Consideracoes:

® Paravalores de vendas maiores que x = 23, temos
a receita mais alta do que o custo, ou seja, lucro
positivo.

® Para valores de vendas menores que x = 23, te-
mos a receita mais baixa do que o custo, ou seja,
lucro negativo (prejuizo).

i) Faca um esboco do grafico da funcao lucro.

Funcao lucro => L(x) = 11x - 2.500

Raiz da funcao lucro => 11x - 2.500 = 0 => x= 23

ALucro
L(x)=11x-2500
23 Gnidades (x)
-2500 Ponto critico (raiz da fungao lucro)
Consideracoes:

® Para valores de vendas maiores que x = 23, tere-
mos o lucro positivo.

® Para valores de vendas menores que x = 23, tere-
mos o lucro negativo (prejuizo).
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Essas consideracoes extraidas da funcao lucro consis-
tem em um exercicio denominado estudo do sinal da

funcao lucro.

Problema 13: considere que as funcdes custo e receita de
uma empresa para X unidades produzidas e vendidas se-
jam, respectivamente, R(x) = 200x e C(x) = 10.000 + 150x.
Faca um estudo do sinal da funcéo lucro dessa empresa.

® Obtencao da funcao lucro:

L(x) = receita - custo
L(x) = 200x - (10.000 + 150x)
=> L(x) = 200x - 10.000 - 150x
L(x) = 50x - 10000

® Obtencao da raiz da funcao lucro (ponto critico):

L(x) =0 =>50x-10.000 =0
=> 50x = 10.000 => x = 200 unidades

® Esboco do grafico da funcao lucro:

Lucro

>
>

200 Unidades
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Consideracoes:

® Para valores de vendas maiores que x = 200, tere-
mos o lucro positivo.

Simbolicamente: x > 200 => L(x) > 0 (lucro positivo).

® Para valores de vendas menores que x = 200, te-
remos o lucro negativo (prejuizo).

Simbolicamente: x >< 200 =>L(x) < 0 (lucro negativo).

Interpretacao da taxa de variacao (m) do modelo
linear y=m.x+ n como inclina¢ao de umareta

Como foi visto na resolucdo do Problema 7, no modelo
linear, a taxa de variacdo (m) é constante. Em economia,
muitas vezes necessitamos realizar a analise de graficos
que apresentam uma taxa de variacdo oscilante. Vamos
recordar o calculo da taxa de variacao.

Problema 14: observe o grafico e calcule a taxa de varia-
cdo em cada intervalo solicitado.

30
20

Y

10 40 60 80 20 X

-30
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a) Intervalo de x = 0 até x = 10.

Observe que a reta passa pelos pontos (0, -30) e (10, 20).

variagdo de y 20 - (-30) 50 s
m= = = =
variagdo de x 10-0 10

b) Intervalo de x = 10 até x = 40.

Observe que a reta passa pelos pontos (10, 20) e (40, 20).

variacdo de y 20 - 20 0 0
m= = = =
variacdo de x 10-0 10

c) Intervalo de x = 40 até x = 60.

Observe que a reta passa pelos pontos (40, 20) e (60, 30).

variacdo de y 30 -20 10
m= = = =0,5
variagdo de x 60 - 40 20

d) Intervalo de x = 60 até x = 80.

Observe que a reta passa pelos pontos (60, 30) e (80, 20).

variacdo de y 20 - 30 -10
m= = = =-0,5
variagdo de x 80 - 60 20
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e) Intervalo de x = 80 até x = 90.

Observe que a reta passa pelos pontos (80, 20) e (90, 0).

variacdo de y 0-20 -20 »
m= = = —_
variacdo de x 90 - 80 10
Consideracoes:

A taxa de variacdo do modelo linear y = m . X + n também
¢é conhecida como coeficiente angular da reta representa-
tiva desse modelo. O valor (n), que representa o corte no
eixo vertical, é chamado de coeficiente linear dessa reta.
Os calculos dos coeficientes angulares ilustram alguns re-
sultados importantes na analise grafica:

® (Quanto maior a taxa de variacao (ou o coeficien-
te angular da reta), maior é a inclinacdo dessa reta,
conforme ilustram os itens (a), (c), (d) e (e). Observa-
mos que o segmento mais inclinado é o representati-
vo do item (a), seguido do (c), (e) e (d), nessa ordem.

® Se a taxa de variacdo (ou o coeficiente angular)
¢é nula, ou seja, igual a zero, observamos que o seg-
mento de reta representativo é paralelo ao eixo ho-
rizontal, conforme ilustra o item (b).

Problema 15: o quadro a seguirapresenta a producao de
um artigo de uma cooperativa entre 2011 e 2015.
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Ano(a) 2011 2012 2013 2014 2015
PRODUCAO
(em milhares 30 40 50 60 80
de toneladas)

O grafico que melhor representa a producao (P) no perio-
do considerado é:

(a) (b) (c)

(d)

SOLUCAO:
Calculemos as taxas de variacao da producao (P) em relacao
a variacao de tempo (t) durante os periodos considerados:

2011 - 2012

variacdo de P 40 - 30 10 = 10 milhares

variacdo de T 2012 - 2011 1 de toneladas/ano
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2012 --- 2013
variacdo de P 50 - 40 10 = 10 milhares
m= = = d lad
variacdo de T 2013 - 2012 1 e toneladas/ano
2013 --- 2014
variacdo de P 60 - 50 10 _ 10 milhares
m= = = d lad
variagdo de T 2014 - 2013 1 e toneladas/ano
2014 - 2015
variacdo de P 80 - 60 200 _ 20 milhares
m= = = d lad
variagdo de T 2015 - 2014 1 e toneladas/ano

Como podemos observar, durante os primeiros trés perio-
dos, a taxa de variacdo foi constante e igual a 10, aumen-
tando no ultimo periodo para 20. Observe que o grafico do
item (d) atende a esse resultado, pois temos duas inclina-
coes distintas, sendo que a mais acentuada ocorre no ultimo
periodo considerado. Assim, a opcao correta é a letra (d).

E comum as bibliografias de matematica utilizarem com
maior frequéncia o termo “coeficiente angular da reta” em
vez de “taxa de variacdo”. Chamamos atencao para esse
fato a fim de enfatizar que todo exercicio abordado neste
capitulo envolvendo o termo “taxa de variacao do modelo
linear” possuiria a mesma resolucdo caso fosse utilizado
o termo “coeficiente angular da reta” representativa do
referido modelo.
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CAPITULO 2
MODELO QUADRATICO
(POR EDEZIO SACRAMENTO)

As funcdes quadraticas sdo funcoes de 2° grau, muito co-
muns em aplicacdes nas ciéncias e em economia. Neste
capitulo, vocé estudara situacOes praticas envolvendo as
funcoes do 2° grau. Sera dada atencdo especial ao vértice
da parabola. Veremos que as coordenadas do vértice sao
Uteis para a determinacao de valores maximos, valores mi-
nimos e intervalos de crescimento (ou decrescimento) das

funcoes associadas.
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FUNCAO DO 2° GRAU: MODELO
QUADRATICO

Uma bola, ao ser chutada em um tiro de meta por um golei-
ro, em uma partida de futebol, teve sua trajetoria descrita
pela equacao h(t) = -2t + 8t (t > 0), em que t é o tempo
medido em segundos e h(t) é a altura em metros da bola no
instante t. Determine, apos o chute, a altura maxima atingi-
da pela bola e o instante em que a bola retornara ao solo.

Para resolver esse problema, precisamos estudar as funcoes
quadraticas.

Definicdo: sejam a, b e c € IR, com a = 0. Chamamos de fun-
cdo do 2° grau ou quadratica a funcao dada por:

f: IR - IR
X - y=fX)=ax*+ bx+c

Concavidade da parabola

O grafico da funcao quadratica é uma curva no plano carte-
siano denominada parabola. Além disso, se:

® a > 0, entdao a parabola tem concavidade voltada
para cima.

® a <0, entdo a parabola tem concavidade voltada
para baixo.
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Raizes ou zeros da funcao quadratica

Para determinar os zeros da funcado quadratica:
f(x) = ax?+ bx + c,

devemos resolver a equacao do 2° grau:

ax’+bx+c=0

Como sabemos, as raizes dessa equac¢ao sao calculadas pela
formula (de Bhaskara):

Na qual A = b?- 4ac denomina-se discriminante (ou delta)
da equacao. Note que a existéncia e o namero de zeros da
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funcado dependem do sinal de A. Assim, podemos dividir o
estudo do sinal da funcdo quadratica em trés casos:

1° caso: A > 0.

Nesse caso, a funcao apresenta dois zeros reais distintos:

-b-+/A -b++/A
X =—————— e R —
! 2a % 2a
a<o
a>0
X X - X X'

2° caso: A = 0.

Nesse caso, a funcdo apresenta um zero real duplo:

x1=x2 R
a>o0 a<o
X1=X2
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3° caso: A < 0.

Nesse caso, a funcdo nio apresenta zeros reais.

Y

a>0 a<0

Y

Exemplo 1: dada a funcado y = x> - 4x + 3, encontre suas
raizes e faca um esboco do grafico.

Solucao: fazendo y = 0 na equacao dada, temos:

A=b-4ac=(-4)-4.1.3=4>0

Temos, portanto, duas raizes reais e distintas. Pela formu-
la de Bhaskara, temos:

=x=1ex,=3
2a 2.1

bt JA (44 4x2
S22

Assim, x, = 1 e x,= 3 sdo as raizes da funcdo dada. Isso
significa que essa funcao passa pelo eixo x, nos pontos
(1,0) e (3,0). Verifique isso na figura a seguir.
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Y

Exemplo 2: dada a funcdo y = x* - 4x + 4, encontre suas
raizes e faca um esboco do grafico.

Solucao: fazendo y = 0 na equacdo dada, temos:
A=b-4ac=(-4)*-4.1.4=0

Temos, portanto, duas raizes reais e distintas. Pela formu-
la de Bhaskara, temos:

-b+ JA ~(-4) + /0 4
X = = =/ =X =X,=2
2a 2.1 2

Assim, x = 2 é um zero real duplo da funcao dada. Isso
significa que essa funcao passa pelo eixo x, no ponto (2,0).
Verifique isso na figura a seguir.
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Y

-2

Exemplo 3: dada a funcao y = x> - 4x + 5, encontre suas

raizes e faca um esboco do grafico.

Solucao: fazendo y = 0 na equacao dada, temos:

A=b?-4ac=(-4)32-4.1.5=-4<0

Portanto, ndo possui raizes reais e, consequentemente,

nao passa pelo eixo x. Verifique isso na figura a seguir.

3

Y
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Observacao 1: a soma e o produto das solucdes da equa-
cao do 2° grau sao dados por, respectivamente:

Observacao 2: além disso, se A > 0, podemos fatorar o
trinémio ax?+ bx + ¢ da seguinte forma:

ax’+bx + c=ax-x)X-X,)

Em que X, e X, sdo as raizes reais da equacdo ax*+ bx +
c=0.

Exemplo 4: vimos que as raizes da equacao x’-4x+ 3 =0
sdo X, = 1 e x,= 3 (veja o exemplo 1). Temos para essa
equacdo que a=1,b =-4 e c =3, 0 que acarreta:

b -4 c 3
—=-—=4 ¢ — = — =3
a 1 a 1

Também podemos verificar que:

X2-4x+3=x-1)x-3)
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Construcao do grafico da funcao quadratica

A figura ilustrada a seguir mostra uma parabola, grafico
da funcao f(x) = ax*+ bx + ¢, com sete elementos importan-

tes assinalados:

v

-

O numero ¢ determina a ordenada em que essa parabola
intercepta o eixo y, uma vez que c = f(0). O ponto V é cha-
mado de vértice da parabola. A reta r, perpendicular ao
eixo x e passando pelo vértice, é o eixo de simetria da pa-
rabola. O vértice V é dado por V(x,,y,), com:

b A
X,=- ey =- —— (jaquey =f(x)=a(x)*+bx + 0
2a 4a
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Exemplo 5: vamos construir o grafico da funcao y = x> -
4x + 3 do exemplo 1.

Temos que:
b -4 A 4
X=-—""=-—""—=2¢e )y =- =-—=-1
v 2a 2(1) Y 4a 4(1)

E asraizes x, =1 eXx,=3.

\ 28

Maximo ou minimo: conjunto imagem

A imagem de f é obtida com auxilio do vértice da parabola,

Como Se segue:

1° caso: a > 0 (concavidade voltada para cima).

Nesse caso, a funcdo apresenta um valor minimo, igual a

ordenada do vértice da parabola. Veja a figura a seguir.
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x
x

Y

< fmmmmmm e ——————

Assim:
o X =- > é chamado de ponto de minimo de f.
v a
cy=- é chamado de valor minimo de f.

4a

* fé decrescente em (-o0, X ] e crescente em [X, + o).

A
Logo, Im f={y€ IR/y > _E}_ [— a’ + 00)-
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2° caso: a < 0 (concavidade voltada para baixo).
Nesse caso, a funcdo apresenta um valor maximo, igual a
ordenada do vértice da parabola. Veja a figura a seguir.

T —— P

x

<

Assim:
o X =- > ¢é chamado de ponto de maximo de f.
v a
© Y= ¢ chamado de valor maximo de f.

* [ é crescente em (-oo, X ] e decrescente em [x , + o).

Logo, Im f={y € IR <A—(+oo—A]
ogo,mf—{y /y——4a}— " 4a |
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Exemplo 6: agora podemos resolver o problema fornecido
no inicio do capitulo. Temos que a altura maxima sera
atingida na ordenada do vértice, ou seja:

A bola retornara ao solo quando h(t) = 0, isto é, quando
-2t?+ 8t = 0. Como essa equacao é uma equacdo do 2°
grau incompleta, podemos resolvé-la fatorando-a:

22+ 8t=-26(t-4)=0=>-2t=0o0ut-4=0
=>t=0out=4,0useja,emt=4s.
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APLICACOES DO MODELO QUADRATICO

Algumas situacOes praticas podem ser representadas pe-
las func¢des quadraticas. Enfatizaremos a funcdo custo,
funcao receita e a funcao lucro, que estido relacionadas
aos fundamentos administrativos de qualquer empresa.

Fun¢dao demanda

Relaciona a quantidade demandada e o preco de um bem.

Sabe-se que, quando o preco aumenta, a procura diminui,
e, quando o preco diminui, a procura aumenta. Essa é a lei
de demanda, caracterizada por uma funcao decrescente e
indicada por:

p=fq

Em que p é o preco por unidade do produto, e ¢, a quanti-
dade demandada.

Funcao custo - C

Essa funcao esta ligada ao gasto na producdo da mercadoria,
como: transporte, matéria-prima, salario, impostos e contri-
buicdes. Toda despesa avaliada na producado de uma merca-
doria é representada por uma funcdo custo, que relaciona o
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custo a quantidade de pecas a serem produzidas (custo vari-
avel) e aos gastos fixos (salario, energia elétrica, agua, impos-

tos, contribuicoes, entre outros). Assim, podemos escrever:

C=C+C,

Em que C, € o custo fixo e C,, é o custo variavel.

Funcao receita - R

A funcao receita esta ligada ao dinheiro arrecadado pela
venda de um determinado produto. £ comum que tal fun-
¢do seja representada por uma expressdo matematica que
determine o preco de venda do produto, incluindo todas
as despesas e a faixa percentual de lucro.

R=p.q

Em que p representa o preco unitario, e g, a quantidade
comercializada do produto.

Funcao lucro-L

A funcao lucro é a diferenca entre a funcao receita e a fun-
cao custo. Caso o resultado seja positivo, houve lucro; se

negativo, houve prejuizo.
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Exemplo 7: a funcdo de demanda de um produto é p=9 -
X, em que X é a quantidade demandada, e a funcao custo
é C=15 + x. Obtenha a funcéao receita e a funcao lucro.

Solucao: por definicao de receita:

R=p.qg
RX)=09-x
X =9x- X2

A funcao lucro é dada por:

LX) =R(X) - Cx)=9x-x*-(15+Xx)
L(x)=9x-x2-15-x

Portanto, a funcao lucro sera dada pela funcao quadratica:

L(x) = -x*+ 8x-15

Exemplo 8: um fabricante pode produzir calcados ao cus-
to de R$ 20,00 o par. Estima-se que, se cada par for ven-
dido por x reais, o fabricante vendera por més 80 - x (0
< x < 80) pares de sapatos. Assim, a receita mensal do
fabricante é:

R(x)=x.(80-x)=80x-x2
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O custo mensal é:

C(x) =20 .(80 - x) = 1.600 - 20x

E o lucro mensal sera dado por:

L(X) = R(x) - C(x) = 80x - x2- (1.600 - 20x)
=80x- x> -1.600 + 20x

Portanto, o lucro do fabricante sera dado pela funcao qua-
dratica:

L(x) = -x2 + 100x - 1.600

Exemplo 9: suponhamos agora que haja a receita R(x) =
-2x>+ 200x na venda de x pares de sapatos e que o custo
na sua fabricacao seja dado por C(x) = 40x + 1.400. Entao,

o lucro na comercializacdao dos sapatos sera:

L(x) = -2x2+ 200x - (40x + 1.400) =
-2x2+ 200x - 40x - 1.400

Assim, teremos:

L(x) = -2x*+ 160x - 1.400
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Exemplo 10: o custo de producado de determinada merca-
doria é dado por um custo fixo de R$ 1.400,00, que inclui
despesas como salario, energia elétrica, agua e impostos,
mais um custo variavel de R$ 40,00 por peca produzida.
Considerando a equacdo de demanda sendo dada por p
= 200 - 2x, determine a funcado lucro dessa mercadoria,
que calcula o lucro de acordo com o nimero de unidades
vendidas.

Solucao: seja x o numero de unidades vendidas, temos:

Funcao custo:
C(x) = 1.400 + 40x

Funcao receita:
R(x)=p.x=(200 - 2x)x = 200x - 2x?

Funcao lucro:
L(X) = R(X) - (x) = 200x - 2x*- (1.400 + 40x) = -2x°+ 160x - 1.400
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APLICACOES: PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Um problema de otimizacdo é aquele em que se procura
determinar os valores extremos de uma funcao, isto é, o
maior ou o menor valor que uma funcao pode assumir em
um dado intervalo. Problemas de otimizacdo sdao comuns
em nossa vida diaria e aparecem quando procuramos de-
terminar o nivel de producao mais econémico de uma fa-
brica, isto ¢, quando queremos maximizar os lucros e mi-

nimizar os custos.

Exemplo 11: no exemplo 10, vimos que a funcao lucro na
venda de uma determinada mercadoria era dada pela fun-
cao quadratica:

L(x) = -2x*+ 160x - 1.400

Essa funcao tem concavidade voltada para baixo e, portan-
to, possui um ponto de maximo e um valor maximo que
sdo dados pelas coordenadas do vértice, como foi visto an-
teriormente. Seu grafico é dado pela figura a seguir.
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Y

-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120

E o lucro maximo é:

L(40) = -2(40)*+ 160(40) - 1.400 = 1.800

A venda de 40 unidades da mercadoria maximiza o lucro,
que sera de R$ 1.800,00.

Exemplo 12: em um ano, o valor de uma acdo negociada
na bolsa de valores, no decorrer dos meses, indicados por
X, é dado pela expressdo A(x) = 2x°- 20x + 60. Sabendo que
o valor da acado é dado em reais (R$), faca um esboco do
grafico e comente os significados dos principais pontos
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(considere x = 0 0 momento em que a acao comeca a ser
negociada; X = 1 apds um més; x = 2 ap6s dois meses etc.).

Solucao: os coeficientes dos termos da funcdo saoa=2,b
=-20 e c=60.

(I) A concavidade é voltada para cima, pois a > 0.
(I) A parabola corta o eixo y em ¢ = 60.

(IT) A parabola corta o eixo x quando A = 0, ou seja,

nas raizes, se existirem, da equacao :

2x2-20x+60=0

Vemos que A =b?-4.a.c=(-20)%-4.2.60=-80<0;
portanto, nao existem raizes reais, pois a parabola nao

corta o eixo x.

(IV) O vértice da parabola é dado por:

R A R

(V) O valor da acdo ap6s um ano é de:

A(12) = 2(12)*- 20(12) + 60 = 108
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1401 Yy

120

108 -y

100

80

60

40

20

%

Por ser a concavidade voltada para cima, nesse exemplo,
temos um eixo de simetria em x = 5, indicando que o valor
da acdo é decrescente, do momento em que a acao comeca
a ser negociada (x = 0) ao final do 5° més (x = 5), e crescen-
te, do final do 5° més (x = 5) ao final do 12° més (x = 12).

O ponto em que a curva corta o eixo y indica que, no mo-
mento em que a acao comeca a ser negociada (x = 0), o seu
valor era A = 60.

Nesse exemplo, ndo existem pontos em que a curva corte
0 eixo X, ou seja, em nenhum momento o valor da acao

sera nulo (A = 0).

O vértice V = (5, 10) da o més, x = 5, que minimiza o valor
da acao, e tal valor minimo é¢ V = 10.
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CAPITULO 3
MODELO EXPONENCIAL
(POR ANDRE LADEIRA)

As funcdes exponenciais sdo muito importantes por auxiliar
a construcao de modelos de sistemas que ndao obedecem ao
comportamento linear ou quadratico vistos nos capitulos
anteriores. Vale notar que muitos sdo os comportamentos
matematicos com essa natureza como, por exemplo, a ca-
pitalizacdo composta de juros no mercado financeiro, o
crescimento de uma populacado de microrganismos ou mes-
mo uma populacdao humana; a depreciacao de alguns bens
como veiculos, a forma como se desenvolvem habilidades
em um processo de aprendizagem na area da informacao,
como se dispersam em redes sociais; na fisica, a fissdo de
atomos radioativos, além de intmeros outros comporta-

mentos nas mais variadas areas de interesse cientifico.
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INTRODUCAO AO MODELO EXPONENCIAL

No Dicionario Informal (2016), o termo exponencial é de-
finido como:

1. [Matematica] Que tem expoentes ou é relativo a
expoente.
2. [Matematica] Que tem expoente variavel ou inde-
terminado.
3. Que ¢ considerado acima do comum.
4. Que tem grande ritmo ou variacao.

Ex. 1: Faremos um calculo exponencial.

Ex. 2: O crescimento era exponencial.

E comum dizermos que um determinado homem é um ex-
poente em valor ou mérito, o que quer dizer se destaca
entre os demais homens.

No sentido matematico, o modelo (funcdo) exponencial ex-
pressa um crescimento ou um decrescimento caracteristi-
co do fendmeno que esta sendo estudado, tendo os se-
guintes perfis tipicos:

Funcdo exponencial crescente
300

250
200
150
100

50

0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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Funcdo exponencial decrescente

0,6
0,4
0,2

0o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

E sua expressao matematica padrao é dada por:

fix) = k. b

Na qual:
b = base.
n = expoente.

k = é uma constante (valor inicial).

Podemos reescrever a equacao como:

y=y, 1 + k¥

Dessa forma, vemos que o valor final (y) é calculado a
partir do valor inicial (y,), que multiplica uma poténcia
cuja base é (1 + k), sendo, nesse caso, k a taxa de cresci-
mento (k > 0) ou decrescimento (k < 0) da funcao, ou seja,
o ritmo que a funcao cresce ou decresce (mais rapida-
mente ou mais vagarosamente), e, finalmente, a variavel
que representa a repeticao (periodicidade) da funcao (x),
geralmente o tempo.
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E comum que a base seja a constante “e”, conhecida como
constante de Euler, em homenagem ao matematico suico
Leonhard Euler, e também pelos nomes: niimero ou cons-
tante de Néper, ou neperiano, cujo valor é 2,718281828...

Estudando a funcao exponencial, percebemos que, ao variar-
mos o valor da base “b”, temos o seguinte comportamento:

10,00
9,00
8,00
7,00
6,00
5,00
4,00
3,00
2,00
1,00
0,00

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Parab < 1, a funcao se torna decrescente, e, quanto menor
o valor de b, mais rapidamente a funcdo decresce.

Para b = 1, a funcao é constante (afinal, 1 elevado a qual-
quer valor é sempre 1).

Para b > 1, a funcao se torna crescente, e, quanto maior o
valor de b, mais rapidamente a funcao cresce.
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NOTA:

Veja que, se b = 1,7 e b representa a base, temos:

y=y, L +kr=y,(1,7)y=y, (1 +0,7)

Logo, vemos que k (por ser maior que 1) é a taxa de cres-
cimento e vale 0,7, ou seja 70%.

Se b = 1,0, temos:

y=Y, 1 +kyr=y, (1,0ry =y, (1 + O}

Logo, vemos que k (por ser igual a 0) ndo representa nem
um crescimento, nem um decrescimento, e vale 0,0, ou
seja, 0%.

Se b =0,7, temos:

y=Y, 1 +Kkr=y,(0,7)* y=y,(1-03)

Logo, vemos que k (por ser menor que 1) é a taxa de de-
crescimento e vale -0,3, ou seja, -30%.

O estudo do modelo exponencial nos remete a necessida-
de de conhecermos a algebra das poténcias e suas pro-
priedades. Cabe aqui o registro da diferenciacdo entre o
conceito da funcao poténcia e da funcao exponencial. Na
verdade, em ambos 0s casos, temos uma poténcia envolvi-

da, mas a diferenca reside no local em que esta a variavel.
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Vejamos os exemplos:

Funcao exponencial:

f(x) = ex

Funcao poténcia:

g(x) = x?

Na verdade, uma poténcia é um caso particular de uma
multiplicacao, em que temos:

b =b.b.b.b...b
(“b” multiplicado por ele mesmo “b” vezes)

Como ja visto no inicio deste topico:

b = base.

n = expoente.

Exemplo:

24=2.2.2.2=16

Como o expoente ¢é 4, multiplicamos a base 2 por ela mes-
ma quatro vezes.
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Exemplo:

53=5.5.5=125

Como o expoente é 3, multiplicamos a base 5 por ela mes-
ma trés vezes.

Algumas propriedades sdo fundamentais para o melhor
entendimento do estudo de poténcia e suas aplicacoes.
Vejamos:

Expoente zero
(com qualquer base, a b°=1
poténcia nesse caso sera 1).

Multiplicacao

entre poténcias
(com bases iguais, bx . by =bxv
pode-se manter a base
e somar os expoentes).

Razao entre poténcias

(com bases iguais, b b
pode-se manter a base 7%

e subtrair os expoentes).

Expoente negativo

(ou seja, um expoente 1
negativo é equivalente bx= 7

a inverter a poténcia
e trocar o sinal).

Poténcia de uma poténcia
(manter a base e multiplicar (bxy = bx>
0s expoentes).

Raiz de uma poténcia

(um expoente fracionario L S
representa, na verdade, uma (b) =+b (b) =+b”

operacao de radiciacdo).
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Nao é incomum desejar extrair o expoente de uma potén-
cia e torna-lo explicito na equacao, e, para isso, utilizamos
os logaritmos. Como veremos a seguir, as funcoes expo-
nencial e logaritmica referem-se a movimentos inversos
da potenciacdo. Na matematica em geral, esses movimen-
tos numéricos que desfazem o outro sdao chamados de in-
verso. Entao, podemos dizer que o inverso da poténcia é o
logaritmo, e vice-versa.

Dessa forma, sdo recorrentes as situacdes em que, para re-
solver uma equacdo com poténcia, temos de recorrer aos lo-
garitmos, no caso das equacoes exponenciais aos logaritmos.

A relacdo abaixo mostra justamente isso:

y = bx 2 x=log, y

Quando b = 10, dizemos que é o logaritmo decimal e o
representamos usualmente sem o 10 na base:

x=1log, y=1logy

Quando b = e, dizemos que é o logaritmo natural e o repre-
sentamos da seguinte forma:

x=log, y=Iny
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Vejamos agora algumas propriedades dos logaritmos:

O logaritmo da unidade
em qualquer base é nulo.

log, 1 =0; porque b, =1

O logaritmo da base é
sempre igual a 1.

log, b =1; porque b' = b

O logaritmo de uma
poténcia é igual ao
expoente dessa poténcia.

log, b* = k; porque b* = b*

E uma propriedade muito
utilizada na solucao

de problemas porque
permite extrair o expoente
de uma poténcia.

M=N <> logM =logN

O logaritmo de um produto é
igual a soma dos logaritmos
dos fatores (log do produto

é a soma dos logs).

log, (M. N) =log,M + log,N

O logaritmo de um
quociente (razdo) é igual a
diferenca dos logaritmos
dos fatores (log da razao
¢é a diferenca dos logs).

log, (M /N) =log,M - log,N

No logaritmo de uma
poténcia, o expoente
da poténcia pode
multiplicar o logaritmo
de forma equivalente.

log, M* = k . log, M

A mudanca de base de um
logaritmo permite que,

a partir de um logaritmo
com base desconhecida,
possa se transformar em
uma base conhecida como
a decimal e a natural.
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Praticando a algebra com poténcias e logaritmos:

a) Calcule o logaritmo:

1
log, 5~

log, (1%) =log,1 -1log,16=0-2=-2

Porque:

x=log, y

2 =1log, 16

b) Calcule o logaritmo:

1
25 =(5)= H = (5)

(5?=0B)* x=-2
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¢) Calcule o logaritmo, sabendo que log 2 = 0,30 e log 3 =
0,48:

log 24 =7

log 24 =log 8.3 =log 23.4 =log 23 +log 4 =3 log 2 + log 4

log24=3.0,3+0,48=0,9+ 0,48 =1,38

d) Resolva a equacdo exponencial:

500. 1,2 =800
800
1,2%= 00 - 1,6

Aplicando o logaritmo dos dois lados (veja as proprieda-
des no quadro apresentado anteriormente):
n1,2x=1mn1,6
xnl1l,2=mn1,6

In1,6 0,4700
X = - =2,5779
Inti,2 0,1823

ou

log 1,2*=log 1,6
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xlog 1,2 = log 1,6

log 1,6 0,2041
X= = =2,5779
log 1,2 0,0792

e) Resolva a equacao exponencial:
e*=0,12

Ine>x=1n0,12
-5xme=1Imn0,12

-5x.1=1n0,12

In0,12 -2,1203
X = = =0,4241
Ine -5
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APLICACOES DO MODELO EXPONENCIAL

Regime de capitalizacao simples (juros simples)

Este exemplo nao representa uma aplicacao do modelo ex-
ponencial, mas comecaremos por ele como forma de dife-

renciar a capitalizacao simples da composta.

Suponhamos que seja realizado um determinado depdsito
em uma conta de investimento no valor de R$ 1.000,00 na
data de hoje (chamaremos de data zero). Como o dinheiro
tem valor, e existem pessoas dispostas a pagar pelo seu
uso (no caso, a instituicao financeira em que o deposito
foi realizado), entdo, ao final de um periodo (més, por
exemplo), teremos, ao verificarmos o extrato bancario, o
saldo inicial acrescido do “aluguel” pelo uso do dinhei-
ro (capital) por parte da instituicdo financeira. Fazendo
a modelagem (descrevendo esse comportamento em uma

linguagem matematica), temos:

FV =PV + juros=PV+PV.i=PUL+1)=PUL+1i.1)
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3.000,00 3.000,00
2.800,00

2.600,00

400,00 2.500,00
2.200,00

2.000,00 2.000,00
1.800,00

b im——
1.200,001:000.00

1.000,00 oA:"’O 1.000,00
800,00

600,00

40000 100000 100000 500,00
200,00

0,00 0,00
0 1 2 3 4 5 6

FV, representa o valor futuro (ou montante), que € o resul-
tado do saldo apo0s o primeiro periodo, e a taxa de juros
considerada foi de 20%, que significa uma relacdo entre
0 que se aplicou e o que se devera ganhar, sob a 6tica do
investido, ou pagar, sob a 6tica da instituicdo financeira.
Dizemos entao que, se a taxa de juros é de 20%, podemos
escrever que a instituicdo pagara 20 a cada 100 que foi
aplicado, ou seja, 20 / 100 = 0,20.

Se, ap6s o primeiro periodo, mantivermos o saldo acumu-
lado (capitalizado) por mais um periodo, teremos:

FV,= FV,+ juros=PV+PV.i+PV.i=
PV+PV.i.2=PV1+i.2)
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3.000,00 3.000,00
2.800,00
2.600,00
2.400,00
2.200,00
2.000,00 2.000,00
1.800,00
1.600,00 1.400,00

1.500,00
1.400,00 1:200,00
1.000,00 200,00
1.200,00 [a0000]
1.000,00 1.000,00

800,00
600,00
400,00
200,00

0,00 0,00

2.500,00

1.000,00 1.000,00 1.000,00 500,00

Nota-se que o saldo acumulado ao final do segundo perio-
do (FV,) sera o saldo anterior (FV,) acrescido de mais uma
parcela de juros (aluguel do dinheiro), que, no caso dos
juros simples, serda sempre calculada sobre o valor inicial-
mente depositado.

Para mais um periodo, teremos:

FV,=FV, + juros=PV1 +1i.2)+ PV.i=
PV1+i.2+)=PV1+1i.3)

3.000,00 3.000,00
2.800,00

2.600,00 2.500.00

2.400,00
2.200,00

2.000,00 2.000,00
1.600,00

1.800,00
1.600,00
1.400,00
1.200,00
1.000,00
800,00
600,00
400,00
200,00
0,00 0,00

1.400,00

1.200,00 1.500,00

20000 1.000,00

1.000,00 200,00

1.000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00 500,00
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Para o quarto periodo, teremos:

FV, = FV, + juros = PV(1 +i.3) + PV. i=

PV1+i.3+D=PUL+1i.4)

3.000,00

3.000,00

2.800,00

2.600,00

- 2.500,00

2.400,00

2.200,00 1.800,00

2.000,00
1.600,00

2.000,00

1.800,00
1.600,00
1.400,00
1.200,00 "
1.000,00
800,00+ - - — -
600,00, 000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00
400,00 - - - — -

200,00+ - - - -

1.400,00

1.200,00

- 1.500,00

- 1.000,00

- 500,00

0,00

0,00

Generalizando, poderemos chegar a expressao:

FV=PU1 +1i.n)

3.000,00

3.000,00

2.800,00

2.600,00

2.200,00

- 2.500,00

2.400,00

2.200,00 2.000,00

1.800,00

2.000,00
1.800,00
1.600,00
1.400,00-
1.200,00
1.000,007
800,00 - - —
600,00+
400,00+
200,00+ - - — - -

1.600,00

1.400,00
1.200,00

1.000,00

++2.000,00
+ 1.500,00

~ 1.000,00

| 1.000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00 - 500,00

0,00

0,00



Aplicacoes do modelo exponencial

Essa expressdo pode ser reescrita como:

FV=PV+PV.i.n

E ela guarda o mesmo padrao da expressao:

yv=FKx)=b+a.x

FV =y e n =X, ou seja, temos a funcdo do primeiro grau

que foi vista no Capitulo 1, Modelagem linear.

Dizemos, entdo, que o regime de capitalizacdo simples é

um modelo no qual o capital cresce de forma linear ao

longo do tempo.

Sabe onde esse modelo pode ser encontrado? Nos boletos

de pagamentos, quando sdo pagos apos a data de venci-

mento e, por conta disso, deve ser paga uma mora (dilata-

cao do tempo, demora, atraso) e que, por isso, deverao ser

pagos juros (aluguel) do dinheiro devido ao atraso.

Vejamos um exemplo:

LOGOTIPO

DO BANCO

399-9 | 39993.96462 20000.000008 03211.344324 6 59080000040600

Local de Pagamento Pagar preferencialmente em agéncia Vencimento
19/11/2013
Beneficidrio Agéncia/Cédigo Cedente
CNPJ:
Data Documento | Nimero do Documento Espécie Doc. | Aceite | Data Processamento | Nosso Nimero
19/11/2013 1451223 19/11/2013
Uso do Banco Carteira Espécie | Quantidade (x) Valor (=) Valor do Documento
CNR R$ 406,00

Instrucdes (texto de responsabilidade do cedente)
Apés o Vencimento Cobrar Multa de R$8,12 e Juros de R$0,14 ao Dia

Até o dia 29/11/2013 conceder abatimento de R$12,18

(-) Desconto

(+) Mora/Multa

(+) Outros Acréscimos

(=) Valor Cobrado

Pagador

Sacador/Avalista

- 13JD1 (#00561)

CPF:
Cédigo de Baixa:
Ficha de Compensacio

Autenticagdo Mecanica
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Note que, a cada dia de atraso, devera ser pago um juro
(aluguel) de mora (atraso) de R$ 0,14. Assim, o valor a ser
pago com atraso cresce linearmente de R$ 0,14 em R$ 0,14
a cada dia de atraso (crescimento linear).

FV=PV1 +1i.n)
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REGIME DE CAPITALIZACAO COMPOSTA
(JUROS COMPOSTOS)

Neste proximo exemplo, apresentaremos a capitalizacao
composta, que é utilizada pela maioria das operacoes fi-
nanceiras de crédito no mercado e é um grande exemplo

de aplicacdo do modelo exponencial.

Vamos considerar a mesma dinamica vista no exemplo an-
terior, ou seja, suponhamos que seja realizado um deter-
minado depo6sito em uma conta de investimento no valor
de R$ 1.000,00 na data de hoje (chamaremos de data zero).
Como o dinheiro tem valor, e existem pessoas dispostas
a pagar pelo seu uso (no caso, a instituicao financeira em
que o deposito foi realizado), entdo, ao final de um perio-
do de tempo (més, por exemplo), teremos, ao verificarmos
0 extrato bancario, o saldo inicial acrescido do “aluguel”
pelo uso do dinheiro (capital) por parte da instituicao fi-
nanceira. Fazendo a modelagem (descrevendo esse com-
portamento em uma linguagem matematica), temos:

FV, = PV + juros=PV+ PV.i=PU1 + 1) = PU1 + I)!
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3.000,00 3.000,00
2.800,00

2.600,00

5.400,00 2.500,00
2.200,00

2.000,00 2.000,00
1.800,00

e
1.200,00 1.000,00

1.000,00 A:"’O 1.000,00
800,00

600,00

40000 100090 100000 500,00
200,00

0,00 0,00
0 1 2 3 4 5 6

Como pode-se observar, ¢ o mesmo resultado que ja tinha
sido visto no exemplo anterior com a capitalizacao simples.

Da mesma forma, FV, representa o valor futuro (ou mon-
tante), que é o resultado do saldo ap6s o primeiro periodo,
e a taxa de juros considerada foi de 20%, que significa uma
relacdo entre o que se aplicou e o que se devera ganhar,
sob a otica do investido, ou pagar, sob a 6tica da institui-
cao financeira. Dizemos entao que, se a taxa de juros ¢é de
20%, podemos escrever que a instituicdo pagara 20 a cada
100 que foi aplicado, ou seja, 20/100 = 0,20.

Se apo6s o primeiro periodo mantivermos o saldo acumula-
do (capitalizado) por mais um periodo, teremos:

FV,=FV, + juros=FV, + FV, .i=FV (1 +1i) =
PV1 + D + i) = PU1 + i)?
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3.000,00 3.000,00
2.800,00
2.600,00
2.400,00 2:500,00
2.200,00
2.000,00 2.000,00
1.800,00 1.440,00
1.600,00
1.400.00 1.200,00 1.500,00
A n | 1.000,00 240,00
1.000,00 1.000,00
800,00
600,00

*~71.000,00 1.000,00 1.000,00
400,00 500,00
200,00

0,00 0,00

0 1 2 3 4 5 6

Nota-se que o saldo acumulado ao final do segundo pe-
riodo (FV,) sera o saldo anterior (FV,) acrescido de mais
uma parcela de juros (aluguel do dinheiro), que, no caso
dos juros compostos, sera sempre calculada sobre o valor

anterior, e ndo mais sobre o valor inicialmente depositado.

Para mais um periodo, teremos:

FV,=FV,+ juros = FV,+ FV,. i=FV,(1 + i) =
PV1 + 102 (1 + i) = PV + i)?

3.000,00 3.000,00
2.800,00

2.600,00 3.500.00

2.400,00
2.200,00

2.000,00 172800 2.000,00

1.800,00
1.600,00
1.400,00
1.200,00
1.000,00
800,00
600,00
400,00
200,00

0,00 0,00

1.440,00

1.200,00 1.500,00

200,00 1.000,00

1.000,00 240,00

1.000,00 1.000,00 1.000,00 1.000,00 500,00
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Para o quarto periodo, teremos:

FV,=FV,+ juros=FV,+ FV,. i=FV,(1 + 1) =
P11 + 1) (1 +1)=PV1 + i

3.000,00 3.000,00
2.800,00
2.600,00
2.400,00
2.200,00
2.000,00
1.800,00
1.600,00
1.400,00-
1.200,00- =7
1.000,00°

800,00

600,00

400,00

200,00 - - — -

0,00 0,00

- 2.500,00

2.073,60

2.000,00

- 1.500,00

- 1.000,00

- 500,00

Generalizando, poderemos chegar a expressao:

FV = PV1 + 0"

Dizemos, entdo, que o regime de capitalizacao composta é
um modelo no qual o capital cresce de forma exponencial
ao longo do tempo.

2.985,98
3.000,00 @omn~ 3.000,00
2.800,00 YPPEeYE 497,66 |
2.600,00 1
- 2.500,00
2.400,00 20736 — b
2.200,00 = b
2.000,00 - 7” 2.000,00
1.800,00 —
' 1.440,00
1.600,00 ! |
1.400,00- 1.200,00 - - 1.500,00
1.200'00,M 4
1.000,00 - 1.000,00
800,00+ - - — - - — 1
600,007 4 500,00 1.000,00 100000 1.000,00 100000 1.000,00 100000 - 500,00
400,00 . - — - - — I B
200,00 - - — - - — 1
0,00 0,00
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Comparando graficamente o comportamento dos dois re-
gimes de capitalizacao, temos:

3.500,00 S
Capitaliza¢do composta
3.000,00 (juros compostos) °
2.500,00 /. /
2.000,00 ° _—
./ Cap|.taI|zag.ao simples
1.500,00 /./ (juros simples)
[ ]
1.000,00 — @=———
500,00
0,00
0 1 2 3 4 5 6

Sabe onde esse modelo pode ser encontrado? Em todas
as operacoOes de investimento e financiamento em geral

do mercado.

Vejamos um exemplo:

Aplicacao versus investimento (juros compostos):
Vamos supor que vocé saque R$ 1,00 de sua conta banca-
ria (cheque especial), que esteja praticando a taxa de juros
de 10% ao més e que vocé viaje por 10 anos (120 meses) e,
apos esse periodo, retorne ao banco e verifique seu saldo
bancario. Qual seria seu saldo devedor?

Bem, temos o prazo (n), a taxa de juros (i) e o valor inicial
(PV ou VP); aplicando-os no modelo exponencial da capita-
lizacdo composta, temos:

FV = PV1 + "= 1,00(1 + 0,10)'?° = 1,120 = R§ 92.709,07
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Incrivel, ndo? Apo6s 10 anos, R$1,00 se transforma em
R$ 92.709,07 pelo efeito do comportamento exponen-
cial na relacao entre a entrada e a saida desse sistema
financeiro (modelo).

Note, contudo, que, se o valor for aplicado em uma cader-
neta de poupanca que pague uma taxa de juros de 0,6%, o
saldo ap6s o mesmo periodo sera:

FV_=PV1 + "= 1,00(1 + 0,06)'?°= 1,06'?°= RS 2,05

Vemos, portanto, que uma caracteristica intrinseca do sis-
tema (no caso, a taxa de juros) pode alterar sensivelmente
o resultado da saida desse sistema. Nesse nosso exemplo,
seria a diferenca entre o valor pago na condicdo de um em-
préstimo e o valor recebido em uma aplicacao, por exem-

plo, de uma caderneta de poupanca.

Calculo do tempo em juros compostos:

Um empresario deseja adquirir um novo equipamento para
sua industria que custa R$ 183.283,54. Para isso, pretende
aplicar um capital disponivel atualmente de R$ 104.000,00
em uma conta de investimento que remunere seu dinheiro a
12% ao ano. Admitindo que o preco do equipamento perma-
neca constante e que a inflacdo seja nula, quantos anos sera
necessario manter esses recursos aplicados para que seja
possivel fazer a compra do equipamento a vista ao final?
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Como vimos anteriormente, a expressido que descreve o
comportamento dos juros compostos é:

FV,= PU1 + i®

Na qual:
FV = valor futuro, que sera resgatado e devera ser igual ao
valor do equipamento desejado = R$ 183.283,54.

PV = valor presente, que é o valor que se tem atualmente
(hoje) para ser aplicado = R$ 104.000,00.

i = é a taxa de juros (taxa de crescimento) do capital (di-
nheiro) que ira remunerar a aplicacao = 12% a.a. (lembran-
do que sempre nas equacoes os valores a serem inseridos
devem ser niimeros, e ndo porcentagens; assim, 12% a.a.,
em porcentagem, representa 12 por cem, 12/100 = 0,12,
em decimal).

Substituindo os valores na equacao, temos:

183.283,54 = 104.000,00(1 + 0,12)"

Desenvolvendo, temos:

183.283,54
(L12p =——————=1,7623
104.000,00
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Para podermos resolver essa equacao, temos de explicitar o
prazo (n), que esta no expoente da equacao. Para isso, vamos

utilizar o operador logaritmo, conforme foi visto acima.

Aplicando o logaritmo nos dois lados da equacao, ela se
mantém equilibrada (igualdade):

In(1,12)»=1n1,7623

Pela propriedade dos logaritmos, no caso do logaritmo de
uma poténcia, o expoente da poténcia pode multiplicar o

logaritmo:
n.In(1,12) =In(1,7623)
In(1,6250) 0,5666
n= = =5 anos
In(1,12) 0,1133

Depreciacao de um ativo:

Depreciacdo é a perda gradual sofrida por um bem qual-
quer ao longo do tempo, seja pelo uso, seja pela obsoles-
céncia tecnologica. Neste exemplo, apresentaremos a de-
preciacdo de um bem de forma exponencial.

Os dados sao de um automovel pesquisado no site da Fun-
dacao Instituto de Pesquisas Economicas - Fipe (http://vei-
culos.fipe.org.br), observado no periodo de tempo de 2006
até 2016, o que gerou a tabela a seguir.
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Anos Ano de Valor de
de uso fabricacao mercado (RS)

0 2016 33.765,00

1 2015 31.293,95

2 2014 29.003,74

3 2013 26.881,14
4 2012 24.912,87

5 2011 23.090,58

6 2010 21.400,72

7 2009 19.834,54

8 2008 18.382,97

9 2007 17.037,64
10 2006 15.790,76

Notamos acima que, em 2016, o veiculo possui zero ano de

uso, ou seja, é “zero quildbmetro”, e seu valor de venda foi

de RS 33.765,00. Com o passar dos anos, seu preco vai di-

minuindo (depreciando), e queremos estudar esse compor-

tamento, o que é feito no grafico abaixo:

40.000,00

35.000,00
30.000,00 -

V=33.765 e 007t

25.000,00
20.000,00
15.000,00 -

10.000,00 -
5.000,00 -

0,00 - 0 1

Ano 2016 2015 2014 2013 2012 2011 2010 2009 2008 2007 2006

2

3 4

5

6

7 8

9

10
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Podemos verificar a equacao exponencial que modela esse
comportamento substituindo os dados de um determi-
nado ano. Exemplo: para 2012, o veiculo possuira quatro
anos de uso (2016 - 2012 = 4); substituindo na equacao
que representa o modelo, temos:

Valor, = 33.765 e 7% = 33.765 e 00704 =

hoje

33.765 03040 = 33,765 . 0,7379

Valor, =24.913,87

hoje

Ou seja, um veiculo adquirido em 2012, em 2016, pos-
sui quatro anos de uso e sofreu uma depreciacao (valor
veiculo zero quilometro - valor de mercado atual) de R$
8.851,13 (R$ 33.765,00 - R$ 24.913,87).

A depreciacao de um bem pode ser linear, quadratica, loga-
ritmica, potencial, polinomial, mas, nesse exemplo, estuda-

mos o0 caso exponencial.

Sao taxas tipicas de depreciacdo de bens, que representam

o ritmo no qual eles se depreciam (tém seu valor reduzido):

® Imoveis = 4% ao ano.

® Instalacdes = 10% ao ano.

® Maquinas e equipamentos = 10% ao ano.
® Moveis e utensilios = 10% ao ano.

® Veiculos = 20% ao ano.

® Equipamentos de informatica = 20% ao ano.
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Crescimento celular:

O processo de crescimento de algumas bactérias em um meio
adequado pode duplicar a cada hora. Admitindo que existam
inicialmente oito bactérias nessa colonia, ao fim de 10 horas

de cultura, qual sera o mimero de bactérias presentes?

oegg s

Vejamos, entdao, que inicialmente sao oito, mas, uma hora
depois, esse nimero sera duplicado, passando, entdo, a ser
16, que ap6s uma hora se tornara 32, e assim sucessiva-

mente. Logo podemos modelar esse comportamento como:

Seja uma funcao exponencial:
fx)=k.b"

Na qual:
K = valor inicial.
b = ritmo de crescimento.

n = tempo.

Substituindo, temos:

Numero de bactérias (t) = 8 . 2t
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Para um tempo de 10 horas, temos:

Numero de bactérias (10) =8 . 219=
8.1.024 = 8.192 bactérias

NOTA:

Utilizando as propriedades de poténcia, temos:

Numero de bactérias (10) = 8 . 210= 23, 210=
213 = 8.192 bactérias

NOTA:
Veja que podemos aplicar o principio que foi estudado so-
bre a operacdo da poténcia. Come¢amos com oito bactérias:

Numero de bactérias (0) = 8 bactérias

Contudo, apds a primeira hora, teremos dobrado esse efe-
tivo. Entao:

Numero de bactérias (1) = 8 . 2 = 16 bactérias

Ao final da segunda hora, teremos dobrado o efetivo de
bactérias da hora anterior, afinal cada bactéria gerada se
duplicara, como na ilustracdo anterior, em que temos:

Numero de bactérias (2) = (8 . 2) . 2 = 32 bactérias
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Bom, esse processo permanecera até a décima hora, como
pode ser visto abaixo:

Numero de bactérias (3) = ((8 . 2) . 2) . 2 = 64 bactérias

Numero de bactérias (10) = <<<(((8 .2).2).2).2).2).2).2 .2].2)=

8§.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2=8.21=8.192 bactérias

Crescimento populacional:

A Secretaria Municipal de Satide de uma prefeitura de uma
cidade brasileira esta elaborando o seu planejamento es-
tratégico para a proxima década. Estudos das organiza-
¢cOes de saude apontam que, para que possa ocorrer um
atendimento de qualidade a populacao, é necessario que
existam pelo menos 2,6 leitos para cada 1.000 habitan-
tes. Os dados dos institutos de pesquisa registram uma
taxa de crescimento da populacdo desse municipio com
tendéncia de comportamento estavel e igual a 1,6% e que
atualmente a populacdo é de 649.556 habitantes. Sabe-se
também que o nimero de leitos atualmente é 30% inferior
a0 necessario segundo as normas de qualidade.

Diante das informacoes acima, qual devera ser o aumento
do niimero de leitos para que, em 10 anos, essa cidade se

mantenha dentro das normas recomendadas?

129
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Os dados do problema sao:

® Populacao atual: 649.556 habitantes.
® Taxa de crescimento: 1,6%.

® Relacdo de leitos adequada: 2,6 leitos/mil habi-
tantes.

® Numero de leitos atualmente: 30% inferior ao ne-
cessario.

A partir do modelo exponencial, temos:

y=y, 1L+ Ky

P(x) = 649.556 (1 + 0,016)*

Em uma década (10 anos), temos a seguinte populacao:

P(10) = 649.556 (1 + 0,016)!°= 649.556
(1,016)9= 649.556 . 1,1720 ~ 761.296

Para atender as normas, sao necessarios 2,6 leitos por
1.000 habitantes, entao temos:
2,6 <— 1.000

X <> 761.296

2,6 .649.556
X=—""""——=1.688,8456 ~ 1.689 leitos
1.000
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O deficit é de:

Leitos atualmente = 1.689 . 0,70 ~ 1.182 leitos

Entao, em 10 anos, sera necessario adquirir:

x = 1.979 leitos em 10 anos - 1.182 leitos atuais = 797 leitos

Saiba mais sobre dados demograficos e outras estatisticas
brasileiras no portal do Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica - IBGE, em: <http://www.cidades.ibge.gov.br/
xtras/home.php?lang>.

Curva de aprendizagem:

A primeira vez que utilizamos um mouse certamente nao
foi igual a experiéncia que temos hoje com o mesmo dis-
positivo. Acertar a sensibilidade do movimento com o po-
sicionamento do cursor na tela, o uso dos botdes direito
e esquerdo, o clique e o clique duplo no tempo certo etc.
Isso também acontece com nossas habilidades cognitivas
em nossa vida pessoal e profissional.

A matematica encontrou uma forma de “medir” essa capa-
cidade de aprendizado de uma pessoa relacionando a efi-
ciéncia (habilidade que é o saber fazer) ao longo do tempo
(experiéncia), e essa forma de avaliar pode ser modelada
pela funcao exponencial apresentada abaixo:

f(Xx=A-B.e*
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Na qual:
A = nivel de aprendizagem pleno, absoluto.
B = nivel inicial de conhecimento.

k = uma constante intrinseca que varia de pessoa para

pessoa.
Assim, A - B é o que falta ser aprendido.

Vejamos um exemplo:

Em uma industria, sabe-se que a habilidade de um funcio-
nario de montar pecas por hora em uma linha de produ-

cdo em relacdo a sua experiéncia (tempo em meses) é dada
pela seguinte funcao:

fix) =80 - 60 . e 014t

A partir dessa equacao, pode-se determinar, por exemplo:

a) Quando ele foi contratado, qual era a sua capacidade de
montar pecas por hora?

f(x) =80 -60.e0%40= 80-60.e’=
80-60.1=80-60 =20 pecas

b) Qual a capacidade produtiva desse funcionario apos
nove meses de trabalho?

f(x) =80 -60.e049=80-60.e"26=80-60.0,2837 =
80-17,0192 = 62,98 = 63 pecas
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¢) Qual a capacidade produtiva maxima desse funcionario?

1

fx)=80-60.e%4>=80-60.e ~=80-60.
eOO

1 1
80-60.—=80-60.—=80-60.0=80-0=80pecas
e

o0

d) Para que a capacidade produtiva desse funcionario seja de
aproximadamente 78 pecas por hora, quanto tempo levara?

78 =80 - 60 . et
78 - 80 = -60 . e014x

60 . e014x=2
670,14.X= L — O 0333
60

In e%4x=1n 0,0333
-0,14xIn e=1n 0,0333

In 0,0333  In 0,0333

O, l4x = Ine " In2,7183
-3,4012
—1,0000 =-3,4012
-0,14x=-3,4012

ﬂ—+2429~24m
014 ,29 = eses

133
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e) Qual o grafico que representa esse comportamento?

Monta-se primeiramente uma tabela com a maior quan-
tidade de valores possiveis, sempre utilizando a equacao
que modela o problema:

fix) =80 - 60 . e

Concentrar os valores entre zero (situacao inicial) e um
valor acima de 30 meses, conforme ja foi visto nos itens
anteriores. Neste nosso exemplo, foi sendo incrementado

de trés em trés meses.

Nesse momento, o uso de planilhas eletronicas é especial-
mente interessante, por conferir maior precisao nas res-

postas e proporcionar grande economia de tempo.

t f(x)
0 20,000
3 40,577
6 54,097
9 62,981
12 68,818
15 72,653
18 75172
21 76,828
24 77916
27 78,631
30 79,100
33 79,409
36 79,612
39 79,745
42 79,832
45 79,890
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48 79,928
51 79,952
54 79,969
57 79,979
60 79,987

Em seguida, marcamos os pontos (coordenadas) em um pla-

no cartesiano; interligando esses pontos, temos a funcao:

Curva de aprendizagem

Nivel de 200
aprendizado -~~~ -7~ 80,0 - g e e este 0= - o—e
o
p'a° 70,0 /./‘
60,0 7

Oqueainda < 50,0 /

nao se
aprendeu 400 ¢
8] 30,0 /
Oqueja 20,0¢
aprendeu { 10,0

0,0
0
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CAPITULO 4

INTRODUCAO AO CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL
(POR ROBERTA MENDIONDO)

Em administracdo e economia, a analise marginal é o estu-
do das taxas de variacao das quantidades economicas. Um
economista, por exemplo, pode estar interessado no valor
do produto interno bruto - PIB de uma economia em dado
instante de tempo, mas também pode estar igualmente
preocupado com a taxa pela qual esse PIB esta aumentando
ou diminuindo. Analogamente, um produtor agricola nao
esta somente interessado no custo total que corresponde a
determinado nivel de producao, mas também na taxa de va-
riacao do custo total com relacdo a seu nivel de producao.
Por outro lado, quando as taxas de variacdo sdo conheci-
das, podemos obter a funcao de cuja variacao conhecemos.

Em matematica, as taxas de variacao estao associadas a um
conceito bastante importante — a derivada de uma funcao
—, e, se conhecermos somente a funcdo que representa
essa taxa de variacdo, podemos obter a funcdo primitiva,
que é a integral da funcao. Portanto, antes de iniciarmos
o estudo das funcdes marginais, de especial interesse em
processos de gestao, precisamos entender os conceitos de
derivada e integral.
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FUNCOES MARGINAIS E A DERIVADA

A andlise marginal, essencialmente, estuda a contribuicao
de cada produto e/ou servico no lucro das empresas. Ela
busca responder a perguntas como: é conveniente aumen-
tar a producdo um determinado produto ja existente? Que
quantidade de um produto a empresa deve vender de forma
que obtenha lucro com essa producao? Quais sdo os efeitos
nos lucros da empresa quando ocorrem perturbacoes na
demanda de um produto? E conveniente terceirizar?

As funcodes “receita marginal”, “custo marginal” e “lucro
marginal” sdo derivadas das funcdes receita, custo e lucro,
respectivamente. Entao, é preciso entendermos o que é a
derivada de uma funcao, pois a funcao marginal de f’(x)
é chamada de derivada de fix).

Limite de uma funcao

Para compreender o que significam a derivada e, em segui-
da, a integral de uma funcao, é necessario recorrer ao con-
ceito de limite de uma funcao, o qual é usado para descrever
o comportamento de uma funcado a medida que sua variavel
independente (x) se aproxima de um determinado valor.

Nocao de limite

O conceito de limite ¢ fundamental na construcao de ou-
tros conceitos que compoem a matematica aplicada, pois,
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por meio da nocao de limite, é possivel observar o com-
portamento de algumas fun¢des que variam continuamen-
te e o comportamento de outras funcdes que podem va-
riar, independentemente da maneira como suas variaveis
sdo controladas.

Vamos observar o que ocorre com a funcao fix) quando x
tende para um numero real a utilizando um contexto de
testes de um trem de levitacdo magnética, um magleyv,
como o desenvolvido pelo Instituto Alberto Luiz Coimbra
de Pos-Graduacao e Pesquisa em Engenharia da Universi-
dade Federal do Rio de Janeiro - Coppe/UFR]. (Saiba mais
sobre o Maglev Cobra no endereco: <http://www.maglev-

cobra.coppe.ufrj.br/>.)

Fonte: <http://www.maglevcobra.coppe.ufrj.br/videos-fotos.html>.

Exemplo

Conforme dados obtidos no teste de um prototipo de ma-
glev que se move ao longo de um monotrilho retilineo, as
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posicoes do maglev nos instantes t, medidas a partir de
sua posicao inicial, foram:

Quadro 1 - Posi¢oes do maglev nos instantes t.

Instante t 0 1 2 3 10
Posicao f(t) 0 4 16 36 400

Com base nos dados desse teste, os engenheiros determi-
naram que a velocidade média do maglev (em pés'/s) no
instante t é dada pela seguinte funcao:

42 -4)
="

Sendo fchamada de funcao velocidade média do maglev.

As posicoes registradas no Quadro 1 foram geradas em
um experimento no qual se verificou a posicdao do maglev
em cada um dos instantes registrados no quadro, mas su-
ponha que precisemos saber a velocidade do maglev no
instante t = 2, ou seja, estamos interessados na velocidade
do maglev ap6s dois segundos de movimento.

Temos a funcao f(t), que nos da a velocidade média do ma-
glev, porém ela ndo é valida para o instante t = 2, pois esse
valor faria com que o denominador da funcao supracitada
fosse zero (se t=2,entdao t-2=2 -2 =0).

1 Pé é uma unidade de medida de comprimento utilizada nos Estados Unidos e
no Reino Unido que equivale a aproximadamente 0,3 do metro, ou seja, um pé
corresponde a 30 cm, aproximadamente.
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E uma divisao por zero nao é possivel matematicamente,
implicando que 2 ndo faz parte do dominio (valores de t

possiveis) da funcao f(1).

Como é do nosso interesse a velocidade do maglev em t =
2, mas nao podemos aplicar t = 2 na equacao que descreve
sua velocidade média, porque 2 ndo estd no dominio da
funcéo f, resta-nos aproximar o valor de t por uma sequén-
cia de valores:

® Menores que 2 (1,5; 1,9; 1,99; 1,999; 1,9999), o
que chamamos de aproximacao pela esquerda.

® Maiores que 2 (2,5; 2,1; 2,01; 2,001; 2,0001), o
que chamamos de aproximacao pela direita.

Os resultados constam nos quadros abaixo.

25 o) = % =18
2,01 o) = %12__24) = 16,04
2,001 o) = % = 16,004
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4 (2,00012 - 4)

2,0001 fiy = 20001 2~ 16:0004
o= 20D,
1,99 D) = % = 15,96
o0 | 0= AU g

1,9999 fiy) = 4 (11,’55;);2__24) = 15,9996

Podemos observar que, a medida que atribuimos a t valores
cada vez mais proximos de dois segundos, tanto pela direi-
ta quanto pela esquerda, o valor da funcao (que correspon-
de a velocidade média do maglev) se aproxima de 16 pés/s.
Nesse caso, dizemos que o limite de f{t) quando t tende a 2

é igual a 16 e, em linguagem matematica, escrevemos:

lim 4 -4
5, ———— =16
X2 t_2
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O que corresponde a definicdo informal de limite.

Limite de uma funcao

A funcao f tem limite L quando x se aproxima de a,
0 que se denota por:

lim fix) = L

X—>a

Se pudermos fazer o valor de f{x) tdo proximo de
L quanto quisermos, colocamos x suficientemente
proximo (mas nao igual) a a.

Derivada de uma funcao

Incremento

A derivada de uma funcao esta associada a ideia de taxa de
variacdo, e nos interessa conhecer o valor de uma funcao
f, dada por y = fx), quando x varia de um valor inicial de
X para um valor final de x; e a essa diferenca entre o valor
final e inicial de x chamamos incremento em x, denotado
por Ax (leia-se delta x). Logo:

AXx = valor final de x - valor inicial de x
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Como y = f{x), a variacdo em x implica uma corresponden-
te variacdo em f{x) = y, o que denotamos por Ay, ou seja,
Ay = valor final de y - valor inicial de y.

Por exemplo, se x varia de 3 a 5 e esta relacionado a y por
uma funcao flx) = 2x - 1, temos que:

Ax =valor final de x - valor inicialde x=5-3=2 — Ax=2

Como y depende de x, de forma que y = fix) = 2x - 1, entédo
precisamos calcular os valores da funcao fquando x=15 e
quando x = 3, para que consigamos calcular o valor de Ay.

Assim:

Parax=3,f3)=2.3-1=5
Parax=5,f15)=2.5-1=9

Portanto, o incremento no valor da funcao fix) = 2x- 1 (in-
cremento em y) correspondente a variacdo em x de 3 para
5 éigual a:

Ay =valor final de y - valor inicial de y=9-5=4 — Ay=4
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O grafico abaixo mostra Ax e Ay na funcao f, tal que
f(x) =2x-1.

y

o

o= N W A U1 O N ®© ©

N

Taxa de variacao média

A taxa de variacao média de uma funcdo é a medida de
quanto varia o valor da funcao (que chamamos de f(x) ou
de y) quando ocorre determinada variacao na variavel inde-
pendente, que chamamos de x, ou seja, é o quociente entre
a variacado em f(x) e a variacdo em x, e é representada por:

Af X +AX) - f(x)

AX (x, + AX) - X,

Vamos analisar um caso de aplicacao da taxa de variacao
meédia relacionada a custo de producao.

Exemplo 1
O gestor da producao da industria moveleira Académica
definiu uma funcao que representa o custo total para pro-

duzir x unidades de uma cadeira universitaria, C(x), em
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reais. A funcao é dada pela equacao C(x) = 2x> - 0,5x + 10.
O gestor precisa determinar a taxa de variacao média do
custo total, em relacao a quantidade produzida x, quan-
do x varia de um determinado valor x, unidades para x,
+ Ax unidades.

Resolucao

Considerando que a taxa média de producao seja dada
pela razao entre a variacdo no custo total de producao e a
variacdo na quantidade produzida, % , € que o gestor
precise determinar essa taxa de variacao média, com x va-

riando de x, para x, + Ax, teremos:

AC  CX+AN-Cx)  Cx+AXx-Cx)

AX (x, + AX) - X, AX

Portanto, é necessario determinar C(x,+ Ax) e C(x,) para
esse caso especifico. Faremos isso aplicando, na funcao
custo total de producao definida pelo gestor, C(x) = 2x? -

0,5x + 10, os valores de xinicial (x=x) e final (x=x,+ AX).

Para x = x,, temos:

C(XO) = 2x02 - 0,5x, + 10

Para x = x, + Ax, temos:

Clx,+ AX) = 2 (x,+ Ax)* - 0,5 (x,+ AX) + 10

Cx,+ AX) =2 . X7+ 2 .2X Ax+ 2. AXx* - 0,5%,- 0,5. Ax + 10
Clx,+ AX) = 2x,2+ 4X, Ax + 2AX* - 0,5x, - 0,5Ax + 10
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Logo:

AC  Cx, +AX)-C(x)
Ax AX B

(2x2+ 4x,Ax + 2AX? - 0,5%,- 0,5Ax + 10) - (2x,2 - 0,5x,+ 10)

AXx

AC 3 C(x,+Ax) - C(x,) 3 4x,AX + 2Ax?- 0,5AX
AX AX a AXx

Como todos os termos do numerador da fracdo tém como
fator o Ax, podemos coloca-lo em evidéncia e simplificar a

fracdo, obtendo:

AC  Cx,+Ax)-C(x)  Ax(4x,+2Ax-0,5)
AXx AX B AKX

=4x,+ 2Ax - 0,5

Portanto, a taxa de variacdo média da funcdo custo total
((x) = 2x* - 0,5x + 10, quando x varia de um valor inicial x,

unidades para um valor final x,+ Ax unidades é:

AC
AX

=4x,+ 2Ax-0,5
Exemplo 2

A Industria Tech, de componentes eletrénicos, verificou

que o custo total diario para produzir x componentes do
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tipo A, em reais, ¢ dado por C(x) = 1/2x>+ x + 2. O di-
retor da Tech precisa tomar a decisdo de investir ou nao
em novos equipamentos; para isso, uma das informacdes
necessarias é a taxa média de variacao do custo de produ-
cdo, considerando que a producao atual de 100 unidades
diarias do tipo A venha a triplicar. Ele solicitou ao gestor
operacional tal informacdo. Qual deve ser o retorno do ges-

tor operacional para o diretor da Industria Tech?

Resolucao

O retorno do gestor operacional para o diretor deve ser o
valor da taxa média de variacao do custo total de producao
diario dos componentes tipo A quando a quantidade pro-
duzida varia de 100 (x,,,, = X, = 100) para o seu triplo, ou
seja, 300 unidades produzidas (x;, , = x, = 300).

final
Como C(x) = 1/2x*>+ x + 2, temos que:

Ax =300 -100 =200
A taxa média de variacdo é dada por:

AC  C(x,+Ax)-C(x)
AX AX

Sendo x,= 100 Ax = 200, nesse caso:

C(x,+ Ax) = ((100 + 200) = C(300) = 1/2 . 300°+ 300 + 2 =
45.000 + 300 + 2 = 45.302

C(x,) = C(100) = 1/2 100+ 100 + 2 = 5.000 + 100 + 2 = 5.102
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AC  45.302-5.102  40.202 _ 201
Ax 200 200

Portanto, a taxa média de variacao do custo de producao
diario de componentes do tipo A, quando a producao pas-
sa de 100 unidades diarias para 300 unidades diarias é de
R$ 201,00 por unidade produzida, situacdo apresentada

no grafico abaixo.

Custo total de producao diario

R$ 140.000,00
R$ 120.000,00

R$ 100.000,00

RS 80.000,00
RS 60.000,00 300; 45.302

@
RS 40.000,00 :

:  { AC=45.302-5.102={40.200
R$ 2000000 1003102 1
RS 0,00 Ax=300-100 = 200
0 100 200 300 400 500 600

A partir do desenvolvimento da taxa de variacdo média e
da nocao de limite, podemos definir a derivada de uma
funcao como limite da taxa de variacdo média quando
Ax tende a zero, o que equivale ao limite da variacao do
valor da funcao fem relacdo a variacdo em x, quando esta
diminui a ponto de se aproximar de zero.

151



152 Introducdo ao calculo diferencial e integral

Derivada de uma funcao

A derivada de uma funcao f em relacdo a variavel x
do dominio de fé a funcao f‘(x), dada por:

g lim fix+ AX) - fix)
= Ax -0 AX

Se esse limite existir, dizemos, nesse caso, que a
funcao flx) é derivavel em x.

Derivada da funcao em um ponto

Consideremos uma funcao f continua e definida em um
intervalo [a, b], sendo x e (x + Ax) dois pontos desse in-
tervalo. Quando a variavel x passa do valor x  para o valor
(x,+ Ax), sofrendo uma variacdo Ax, o correspondente va-
lor da funcao passa de fix ) para o valor fix + Ax), sofren-
do, portanto, uma variacao que chamamos Ay, em que Ay =
fix, + Ax) - fix ), conforme mostra a figura seguinte:

fix,+ Ax)

fix) Ay = fix,+ Ax) - fix)

s

X, X + AX X

0




153

Fun¢des marginais e a derivada

A derivada da func¢do fno ponto x, ¢ dada por:

Fgy= 10, [t 002 16)

Se esse limite existir e for finito, dizemos que f é

derivavel no ponto X, ou seja, existe f*(x,).

Ha outras notacdes para representar a derivada de uma

funcao, como:

‘ . _df dy < .
f‘x, v, X dx - funcdo derivada

‘ Lf (ﬂ — derivada no ponto
Dﬂxo)a b4 (Xo); (dX )xo '\ dx )xo em que X = X,

Importante: taxas de variacao média e
instantanea

Quando calculamos a derivada de uma funcao no ponto,
ela ¢ associada a taxa de variagdo no ponto em que x = x,,
sendo x, um valor qualquer do dominio de f. Por outro
lado, quando calculamos a taxa de variacao média, esta-
mos calculando a variacdo média sofrida pelos valores da
funcdo em um intervalo do dominio da funcao f, ou seja,
quando x passa do valor x, para o valor (x, + AXx).

Se a variavel independente x for associada a alguma unida-
de de medida de tempo, chamamos a taxa de variacdo no
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ponto de taxa de variacdo instantanea. Por exemplo, em
um movimento retilineo, a derivada da funcao distancia
percorrida em relacao ao tempo é a velocidade escalar, ou
seja, a taxa de variacao instantanea da distancia percorri-
da em relacdo ao tempo é a velocidade escalar.

O que vemos no velocimetro do carro é a velocidade (de-
rivada da distancia em relacdo ao tempo) média ou ins-
tantanea?

200:
[ )

PaulPaladin / Shutterstock.com

Como vemos na imagem, o velocimetro de automovel re-
gistra a velocidade, em km/h, a cada instante de movi-
mento, ou seja, a velocidade instantanea, que equivale a
derivada no ponto (instante de tempo t).

A velocidade média é uma taxa de variacao média, e nao
instantanea. A velocidade média é calculada pela razao en-
tre a variacdo da distancia percorrida e o tempo gasto para
percorré-la:

lim s(t, + A)-s(t) lim As

m At=0 At At— 0 At

Sendo s(t) é a funcao que determina a distancia percorrida.
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Definimos a velocidade instantanea W(t)), no instante t,
como sendo o limite da velocidade média no intervalo de
t,a (t, + At), quando At tende a zero, e escrevemos:

lim s(t, + A9 -st) _ lim As

V(t0)= At—0 At At=0 At

Resumindo, temos a taxa de variacao no ponto, ou instan-
tanea, associada a ideia de derivada de uma funcao e, por
outro lado, a taxa de variacao média, que é o quociente en-
tre a variacdo no valor da funcao (que costumamos chamar
de fix) ou de y) e a variacdo na variavel independente (que
costumamos chamar de x), conforme o quadro abaixo.

Derivada

ﬁ no ponto

Taxa de variagao no ponto ou

Taxa de variacao média L. R
taxa de variacao instantanea

Variagdo média sofrida

B Limite da taxa de variagdao média
pelos valores da funcao

no intervalo de x, a (x, + At), quando

Ax tende a zero ou limite da taxa de

variagao média no intervalode t a
(t, + At), quando At tende a zero.

em um intervalo do
dominio da funcao f, isto
é, quando x passa do valor
X, para o valor (x; + Ax).

lim flx, + AX) - fx) _

FX) = sso AX
lim Af
Af _ fixg+ A% - fix) A
AX (%) + AX) - X, : Lim fit, + AD - fit)
)= o™ ar

lim Af
At=>0 At
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Nesse momento, vamos atribuir valor para X, e considerar
Ax tendendo a zero para calcular a derivada no ponto.

Exemplo 1

O PIB de um certo pais era dado por N(t) = t?*+ 5t + 100
bilhoes de doélares t anos apos 2000.

Qual era a taxa de variacdo do PIB em 20057

Resolucao

E um problema de taxa de variacio média ou instantanea?

Como 2005 ocorre cinco anos ap6s o ano de 2000 e a taxa
de variacao instantanea no ano de 2005 (conforme pede o
problema) é dada pela derivada no ponto da funcao N(1),
estamos interessados na derivada da funcao N(t) no ponto
t =5, ou seja, N'(5).

Pela definicdo, a derivada é calculada por:

Fx) = lim fix, + AX) - fix,)

. Neste caso especifico:
Ax— 0 AX

oo Hm NG + A - N(t)  lim NG + A - N(5)
N(t)—At—MJ At - At->0 At

Como
NG+A)=G+A*+5.6+A)+100=25+2.
5.At+ AR+ 25+ 5At+100 =150 + 15At + A2

N(5)=5°+5.5+100=150
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Temos:

lim NG +Af)-NG5)  lim (150 + 15At+ AP -150
At=0 At T atso0 At -

At—=0 At At—>0

, , . :
lim A2+ 15At _ lim A@AE 15) _ lim .\, g5

0
Fazendo At— 0, 1M (Af'y 15)=15

Y At->0

Portanto, a taxa de variacao instantanea do PIB
N() = &+ 5t + 100, em 2005, é de 15 bilhoes de dola-
res, o que equivale a dizer que a derivada da funcao

N(®) quando t=5 éigual a 15, ou, ainda, N°(5) = 15.
Derivada  Valorda

dafuncdo derivada de
N(t), t=5. N(t), t=5.

Exemplo 2
O Instituto de Pesquisas e Estudos Sociais - Ipes desen-
volveu um estudo a partir de dados histéricos, o que lhe
permitiu descrever a populacao da cidade de Grandina,
daqui a x meses, pela funcao de P(x) = x> + 20x + 8.000.
Determine:

a) A taxa média de variacdao da populacao de Grandina do

inicio do terceiro més até daqui a 27 meses.

b) A variacdo da populacdo da cidade de Grandina daqui

da um ano.
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Resolucao

a) Atualmente corresponde a x, = 3, e daqui a 27 meses,
X, =27, Ax = 27 - 3 = 24. Portanto, o que precisamos fa-
zer é calcular:

= (taxa de variacao média)
AX

AP P, + AX) - PX)
AX AX

Para x = (x)) = 3
P0) =3%+20.3 +8.000=9 + 60 + 8.000 = 8.069

Para x = (x, + Ax) = (0 + 24) = 24
P(24) =242+ 20 .24 + 8.000 =576 + 480 + 8.000 = 9.056

Logo,

AP P(x,+A¥-Px)  9.056-8.069 1.056
AX AX 24 24

987
= =41,12%
24

* 41,12 nao faz sentido na realidade desse problema, que trata de popula-
cdo, ou seja, de pessoas; assim, podemos dizer que aproximadamente 41
(pessoas) é o resultado.

Portanto, a taxa de crescimento (variacao) média da popu-
lacdo da cidade de Grandina é de, aproximadamente, 41
pessoas por més. No periodo de trés a 27 meses a partir
da data em que foi modelada, a equacdo que retorna sua
populacao é P(x) = x> + 20x + 8.000.
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b) Daqui a um ano corresponde a x = 12 meses, e a taxa de
variacdo, nesse momento, equivale a derivada no ponto.
Assim, o que precisamos calcular é P’(12). Como a deriva-
da no ponto é dada por:

Flx,) = lim fix, + AX) - fix)

f sendo, nesse caso:
Ax—=0 AX

lim P12 + Ax) - P(12)

P,(12)= Ax—> 0 AX

12 +AXx) =12+ Ax)?*+20.(12+ Ax)+8.000=122+2.12
.AX + AX? + 240 + 20Ax + 8.000

P(12 + AX) = 144 + 24Ax + AX? + 240 + 20Ax + 8.000 =
AX? + 44AXx + 8.384

P(12)=(12)2+20.12 + 8.000 = 144 + 240 + 8.000 = 8.384
Logo,

lim P12+ Ax) - A(12) _

P(12) = Ax=0 AX

lim Ax?+44Ax+ 8.384 - 8.384) lim Ax*+ 44Ax

Ax—=0 AX Ax—=0 AX
. . 0
paz) - m Max+4d) AR+ a4) - 44

-0 M

Portanto, a taxa de crescimento (variacao) instantanea da po-
pulacao da cidade de Grandina daqui a 12 meses sera de 44
pessoas por més, conforme a equacdo modelada pelo Ipes
que retorna sua populacao: P(x) = x> + 20x + 8.000. De outra
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maneira, podemos dizer que a derivada no ponto da funcao
P(x), quando x = 12, é igual a 44, ou, ainda, P’(12) = 44.

Interpretacao geométrica da derivada

A derivada de uma funcdo, em determinado ponto, tem
um significado geométrico importante, sendo associado
a inclinacdo da reta tangente a curva que representa tal
funcao nesse ponto.

Sendo fix) uma funcado continua e a derivavel em um domi-
nio D e a representacdo de seu grafico sendo o da figura a
seguir, considere uma funcéo f, e os pontos P(x, fix)) e
Q(x,+ Ax, flx,+ Ax)), sabendo que x = x, + AXx. Areta s que
passa pelos pontos P e Q é secante ao grafico de fix), e, a
medida que Ax se aproxima de zero, a reta s vai mudando
sua inclinacdo em relacao ao eixo dos x (alterando seu co-
eficiente angular), até que a reta s se torna tangente a cur-
va y = f{x) no ponto P (ficando sobre a reta t).

y=flx
y
QKx, fix) §
%)
t
P(x,, fix) Ay
fix)
AXx
—
/ a
7
X, X b
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Quando fazemos Ax se aproximar cada vez mais de zero,
ao calcular o limite da razdo Ay/Ax, temos a derivada de
fix), que geometricamente corresponde ao coeficiente an-
gular da reta tangente a curva, que passa por um ponto
P conhecido.

Veja uma animag¢ao que mostra a reta secante r se aproxi-
mando da reta tangente t a medida que a variacao e x(Ax)
vai diminuindo (se aproximando de zero), no endereco:
<https://www.youtube.com/watch?v=7PH_MTagbG4>.

Relacao entre derivada e tangente

Como sabemos da trigonometria, no triangulo retangulo,
a razao entre o cateto oposto ao angulo considerado e o
cateto adjacente ao mesmo angulo é igual a tangente des-

se angulo.

Cateto
oposto

a

Cateto adjacente

cateto oposto o
tga= —P, no caso do grdfico de f(x),
cateto adjacente

Ay
AX

acima tg a =

A
tga = A_y = f(x,), derivada no ponto em que x = X,
X
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A reta tangente t pode ser determinada e, como é uma
reta, sua equacao sempre sera do tipo y = ax + b, que equi-
vale a fix) =ax+ b.

Quando calculamos a derivada em um certo ponto x, do
dominio da funcéo f, se ela existir, temos a inclinacdo da
reta t e, portanto, s6 precisamos do coeficiente linear b
para que tenhamos a equacdo da reta t completamente

determinada.

Exemplo

Determinar a reta tangente a curva dada por fix) = x> no
ponto A (2, 4).

A derivada de f{x) em x = 2 é igual a inclinacdo da reta tan-
gente. Derivando f(x), temos:

Iim fi2+Ax) - fi2) lim (2 + Ax)?- 22

f’(Z) = Ax— 0 Ax = Ax— 0 AX =
Iim (2+Ax?-22  lim 4 +4Ax+AXx* -4
Ax=0 AX T Ax>0 AX N

lim AK(4+A li 0

m ACEL I -
Assim, o coeficiente angular a, da reta tangente a f(x), é
igual a 4f(x) = 4. Temos, entdo, que a equacao da reta tan-
gente tem a forma fix) = 4x + b.

O ponto A (2, 4) é o ponto da funcado f(x) por onde passa
a reta tangente t, entdo A é um ponto da reta tangente;
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dessa forma, ele tem que satisfazer a equacdo dessa reta
t(x) =4x+b.

Aplicando (2, 4) na equacao da reta tangente t —

4=4.2+Db
4-8=b—>b=-+4

Portanto, a equacdo da reta t, tangente a f{x) no ponto A (2,
4), é t(x) = 4x - 4, ou, de outro modo, y = 4x - 4.

Abaixo, segue o grafico que mostra a curva que descreve a
funcao f'e a tangente t pelo ponto A (2, 4).

Derivada = 0

Uma observacao importante que se estabelece a partir da

compreensao da associacao entre a derivada e a inclinacao
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da reta tangente a uma curva por um ponto é a de que,
quando esse ponto encontra-se em um local onde a reta
tangente a curva passando por esse ponto seja horizontal,
a inclinacao em relacado aos eixos das abcissas (eixo dos x)
sera igual a zero, isto é, a derivada no ponto sera igual a
zero. Esses pontos da curva ocorrem em pontos de maxi-
mo e de minimo locais.

Para ilustrar, considere a funcido de lucro cujo grafico é
apresentado abaixo.

L(x) = -0,02x* + 300x - 200.000
L(x.)

o

800.000

Lx)=0 ——

600.000
400.000

200.000
0

/ \
-5.000 0 5000 10.000 15,000 20.000
-200.000{

T

!

!

l

!

!

1

]

!

1

1

l

1

!

!

i

!

!
X

-400.000

-600.000

Como a derivada é a inclinacdo da reta tangente a curva <
L(x), com relacdo ao eixo dos x, no ponto de maximo
(X, L(x,) essa inclinacdo € nula, ja que a tangente é
horizontal. Por isso, a derivada é igual a zero.

Nessa funcao de lucro L(x), ha um ponto em que ocorre o
maior lucro (representado no eixo vertical), o que chama-
mos de um ponto de maximo. Nesse caso, 0 ponto cinza
é um ponto de maximo, e a inclinacdo da reta tangente a
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curva de L(x) passando por esse ponto é igual a zero, o
que equivale a dizer que, em pontos de maximo ou de
minimo locais, a derivada da funcao sempre sera igual

a zero, isto é,

L(x)=0

Em que x, ¢ a abcissa do ponto de maximo, ou de minimo.

Esse resultado é importante porque, frequentemente, inte-
ressa-nos saber quando ocorre o lucro maximo, por exem-
plo, e, para solucionar essa questdo, podemos lancar mao
do conhecimento a respeito da derivada nesse ponto, pois
sabemos que nele a derivada é nula.

Do mesmo raciocinio, podemos concluir que a derivada de
funcdes constantes, da forma fix) = K, sendo K um numero
real, tem derivada igual a zero, pois toda funcio constante
tem como grafico uma reta paralela ao eixo dos x; portan-
to, a tangente a qualquer ponto dessa reta estara sobre
ela, com inclinacdo em relacao ao eixo dos xigual a zero.

Regras de derivacao

O calculo da derivada utilizando sua definicdo pode se
tornar bastante trabalhoso, dependendo da funcao que
queremos derivar, mas a partir dela sao definidas algumas
regras, as quais podem ser aplicadas, agilizando bastante
a obtencao da derivada.
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Seja flx) uma funcao de x, entdo temos as seguintes regras
de derivacao**:

FUNCAO DERIVADA
i) Se flx) =k fx)=0
ii) Se f(x) = x" f(x)=n.x"" n=nudmero racional
iii) Se f(x) = g(x) + h(x) f(x)=g'(x) + h'(x)
iv) Se f(x) = & f(x)=e*

** Ha outras regras de derivacdo, porém as que constam no quadro acima sao
suficientes para os célculos necessarios para este curso.

Exemplos
i) Para funcdes constantes:

fx)=10 » X =0
fx)=-0,5 - X =0

ii) Para funcoes racionais:

Se f(x)=x>>f(x) =2 .x1=2x' =2x

Se fix) = % X - fl(x) = 3. % X 1= fl(x) = 3. % X1 flx) = X2

3 . 3 . 3 3 (1|
Se filx) = ¥4 = X)) =—. x¥4l="_ 3/4-44=14_" 14 2 |~
o0 x> 09 =3 o -3 fonn 31
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iii) Para soma de funcoes:

Se fix) = x*+ 5, aplicando a regra para derivada da soma de
funcdes temos:

gx¥)=x*>gx)=4.x""'=4x
hx)=5->hnX=0
fX=4.X+0->f(x=4x
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ANALISE MARGINAL

Passaremos a nos ocupar de uma aplicacdo das derivadas
bastante relevante para o contexto de gestdao de qualquer
area da economia: as funcdes marginais, que sao custo

marginal, receita marginal e lucro marginal.

A variacdo de uma quantidade em relacdo a outra pode
ser obtida a partir da taxa média de variacao e também
da variacdo instantanea, a qual chamamos de marginal.
O conceito de taxa média de variacdo expressa a variacao
de uma quantidade sobre um conjunto especifico de valo-
res de uma segunda quantidade. Por outro lado, o conceito
de marginal significa a mudanca instantanea na primeira
quantidade, que resulta de uma mudanca em unidades —
em geral muito pequena — na segunda quantidade. Em
avaliacdes economicas, a analise marginal se refere ao uso
de derivadas de funcdes para estimar a variacdo ocorrida
no valor da variavel dependente quando ocorre o acrésci-

mo de uma unidade no valor da variavel independente.
Custo marginal

Suponha que C(x) seja o custo total de producao de x uni-
dades de um certo produto. A funcao C é chamada de fun-
cao custo total. De forma geral, x e C(x) sdo positivas, pois,
como X representa o niumero de unidades de um produto,
X tem que ser ndo negativo. As funcoes de custo marginal
sdo associadas a derivada da funcao de custo total e de
custo médio. Assim, trataremos das funcdes custo mar-
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ginal e custo médio marginal nos preocupando especial-
mente com a interpretacdo econdémica dessas derivadas.

Custo médio marginal

O custo médio da producdo de cada unidade do produto é
obtido dividindo-se o custo total pelo niimero de unidades
produzidas, ou seja, chamamos de CM a funcao custo médio:

CM (%)
X

CM= (1)

A derivada da funcao custo médio CM’ é chamada de fun-
cdo custo médio marginal e mede a taxa de variacdo da
funcao custo médio com relacdo ao numero de unidades
produzidas.

Exemplo

A partir de um estudo sobre os dados da producao ge-
rados no sistema integrado utilizado pela Téxteis S.A., o
modelo de custo total para produzir x unidades de seu
principal produto, a calca jeans, é descrito pela equacao
C(x) =400 + 20x, em reais. A direcao da empresa solicitou
um estudo sobre o custo médio de producao, para que
possa tomar decisdoes sobre possiveis investimentos em

tecnologia de fabricacado e reducao de custos.

Analise as funcdes de custo médio, gerando informacdes
que possam subsidiar o processo de tomada de decisao da
direcdo da Téxteis S.A.
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Resolucao

O custo médio de producdao CM(x) da Téxteis S. A., refe-
rente a calca jeans, é dado pela funcao de custo total C(x)
dividida pela quantidade produzida x, assim:

C(x) 400 + 20x 400 20x 400
= = + = + 20
X X X X X

CM=

O custo médio marginal (taxa de variacao do custo médio)
de producao da calca jeans é igual a derivada da funcao
custo médio, ou seja, CM'(x); assim, escrevendo a funcao
custo médio na forma CM = 400x! + 20, teremos:

-40

X

CM'(x) = -1 .400x"!' +0=-400x 2=

CM(x) = - @
X

Como a funcdo custo médio marginal é negativa para to-
dos os valores admissiveis de x, a taxa de variacao da
funcao custo médio é negativa para todo x > 0, ou seja,
CM(x) decresce a medida que x cresce. Porém, o grafico da
funcao CM(x) se encontra sempre acima da reta horizon-

tal f(x) = 20, mas se aproxima da reta, ja que:

lim CM(Y) = lim (20+ 400 ) 0

X = o0 X = o0 X
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Segue um esboco do grafico da funcao custo médio CM(x):

120
100
80
60

40

20 fix) = 20

20 40 60 80 100 120 140 160

Note que, enquanto o nivel de producao aumenta (x cres-
ce), o custo fixo por unidade, representado por (400/x),
decai constantemente. O preco médio se aproxima do
custo constante de uma unidade de producao, que é de
R$ 20,00, nesse caso.

Custo marginal

Em economia, usa-se o termo custo marginal para o limite
do quociente dado pela equacado (1), quando a variacao
na quantidade produzida (Ax) tende a zero, desde que o
limite exista. Esse limite é a derivada no ponto do custo de
producdo quando a quantidade produzida é igual a x, ou
seja, a derivada de ((x) no ponto em que x = x,; portanto,
a definicdo de custo marginal sera:

Se C(x) é o custo de producao de x unidades de um
certo produto, entdo o custo marginal, quando x=x,
¢ dado por C’(x)) , caso exista. A funcdo C’ ¢ chama-
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da funcao custo marginal e frequentemente é uma
boa aproximacao do custo de producao de uma uni-
dade adicional.

Na definicdo acima, C’(x) pode ser interpretada como
a taxa de variacdo do custo total quando x, unidades
sao produzidas. Matematicamente, a funcao custo
marginal é dada por:

Iim C(x, + Ax) - C(x,)
Ax =0 AX

Cyy = Cx,) =

Valem para a funcdo custo marginal as mesmas re-
gras de derivacdo estudadas até aqui.

Frequentemente, interessa-nos aproximar o valor do cus-
to se for produzida uma unidade a mais do que ja esta
sendo produzido, e, para esse fim, a funcao custo margi-

nal nos auxilia.

Vejamos, no exemplo a seguir, as aplicacoes da funcao
custo marginal e médio.

Exemplo

A Eletros S.A. produz refrigeradores e sabe que seu cus-
to total é dado pela funcao C(x) = 8.000 + 200x - 0,2x?,

em dolares.

a) Qual o custo total envolvido na fabricacdo da 2512 uni-
dade?
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b) Qual a taxa de variacao do custo total, com relacio a
quantidade produzida, quando ocorre a producao de 250
unidades?

¢) Qual o custo médio quando sdo produzidos 250 refri-
geradores?

d) Qual a taxa de variacao do custo médio, considerando a
producao de 250 unidades?

Resolucao

a) O custo real envolvido na producao do 251° refrigera-
dor é igual a diferenca entre os custos de producao totais
dos primeiros 251 refrigeradores e o custo total dos pri-
meiros 250 refrigeradores, ou seja:

C(251) - C(250) = [8.000 + 200(251) - 0,2(251)?] - [8.000 +
200(250) - 0,2(251)%]
C(251) - C(250) = 45.599,8 - 45.500 = 99,8

Portanto, o custo real incorrido na producao do 251° re-
frigerador, é igual a 99,80 dolares.

b) A taxa de variacdo de C, com relacao a x, é dada pela
derivada de C.

Derivando C(x) pelas regras da funcao poténcia e soma de
funcodes:

ii) Se f(x) = x" f(x) =n.x"" n=numero racional

i) Se f(x) = g(x) + h(x) f(x) =g'(x) + h'(x)
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Temos, entdo:
C(x=0+1.200x"1-2.0,2x*!
C(x) =200 .x0-0,4x!

C(x) =200 - 0,4x

Assim, quando a producao for de 250 refrigeradores, a taxa
de variacao do custo total com relacao a x sera dada por:

C(250)=200-0,4.(250) =100

Portanto, 100 dolares é o custo aproximado da producao
da 2512 unidade de refrigerador produzida pela Eletros,
pois a derivada de C'(x), ou seja, a funcdo custo marginal,
aproxima o custo de producao da “proxima” unidade (x + 1).

¢) O custo médio é dado por CM=@ ; logo, o custo mé-
X

dio quando x = 250 é:

_ [8.000 + 200(250) - 0,2(251)?] _ 45,500
250 250

CM =5.001

Portanto, o custo médio de producao das 250 primeiras
unidades é de 5.001 délares por unidade.

d) A taxa de variacdo do custo médio é o custo médio
marginal, dado pela derivada da funcdo custo médio,
CM'(x); nesse caso, interessa-nos quando sdo produzidas
250 unidades, ou seja, x = 250. Queremos calcular, entao,
CM'(250).
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CMi(x) = 8.000 + 200x - 0,2x2,

8.000 +200x - 0,2x*, _ 8.000 N 200x _ 0,2x.x"_

CM(x) =
X X X X
8000 + 200 - 0,2x
CM(x) = % + 200 - 0,2x
CM(250) = %+ 200 -0,2.250=32+200-50=182

Portanto, a taxa de variacao do custo médio, consideran-
do a producao de 250 unidades, é de 182 doélares.

Receita marginal

Uma funcao receita R(x) retorna a receita obtida por uma
empresa, ou pessoa, com a venda de x unidades de deter-
minado produto ou servico. Se o preco cobrado por cada
unidade é igual a p, temos que:

Rx)=p.x

Por outro lado, o preco que uma empresa cobra por seu
produto depende do mercado em que ela atua. Caso a em-
presa seja uma de muitas em seu mercado, o preco pode
ser determinado pelo equilibrio de mercado, mas, se a em-
presa é a unica fornecedora de um certo produto, nesse
contexto de monopolio, ela pode controlar o preco pela
oferta. O preco unitario de venda do produto p esta rela-
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cionado com a quantidade de produtos vendidos x. Essa
relacdo entre p e x é chamada equacdao de demanda. Re-
solvendo a equacao de demanda para p em termos de x,
obtemos a funcao preco unitario f, dada por:

p=flx)

E a funcao receita é dada por:

R(x) =px=x.fx

Receita marginal

A receita marginal é o faturamento conseguido com a ven-
da de uma unidade a mais de um bem, dado que as vendas
ja se encontram em um determinado nivel. A relacao entre
as funcoes de custo total e custo marginal é a mesma esta-
belecida entre as funcdes receita total e receita marginal.
Nesse sentido, a funcado receita marginal é aproximada
pela derivada da funcdo receita total, ou seja, R'(x).

Receita marginal = R'(x)
Sendo R(x) a funcao receita total.

Exemplo

Suponha que a relacdao entre o preco unitario p, em reais,
e a quantidade demandada x de cada moédulo do sistema
integrado ERP1 seja dada pela equacao:

p=-0,02x + 400 (0 £x<20.000)
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Determine
a) A funcao receita.
b) A funcao receita marginal.

¢) R(2.000) e interprete seus resultados.

Resolucao

a) A funcéo receita é dada por:
RX)=p.x
R(x) = (-0,02x + 400)". x
R(x) = -0,02x2+ 400x (0 £ x<20.000)
b) A funcao receita marginal R’(x) é dada por:
=1
R(x)=2.-0,02x>" + 1 .400x'! = -0,04x' + 400@= -0,04x
+400.1
R'(x) = -0,04x + 400
¢) Como R’(x) = -0,04x + 400

R’(2000) = -0,04(2.000) + 400 = 320

Assim, a receita real obtida na venda do 2.001° moé6dulo do
sistema ERP1 é de aproximadamente R$ 320,00.
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Lucro marginal

A funcéo lucro L é dada por:
L(x) = R(x) - C(x)

Em que R e C sdo as funcdes receita e custo, e X é o name-
ro de unidades do bem produzidas e vendidas. A funcao
lucro marginal L'(x) mede a taxa de variacdo da funcao lu-
cro L(x) e fornece uma aproximacao do lucro, ou da perda,
no momento da venda da (x + 1)-ésima unidade do bem
(assumindo que a x-ésima unidade ja tenha sido vendida).

Lucro marginal = L’(x) = [R(x) - C(X)I’

Sendo L(x) a funcao lucro.

Exemplo

Considere o exemplo anterior, sobre a receita obtida com
a venda de cada moédulo do sistema ERP1, e que a funcao
de custo total seja dada por C(x) = 100x + 200.000, em
reais. Determine:

a) A funcao lucro L(x).
b) A funcao lucro marginal.
¢) O valor de L’(2.000) e interprete seu resultado.

d) Um esboco do grafico de L(x).

Resolucao

a) Da solucao do exemplo anterior (sobre receita do ERP1),
temos que R(x) = -0,02x*> + 400x. Portanto, a funcao de lu-
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cro solicitada é dada por:

L(x) = [(-0,02x* + 400x - (100x + 200.000)]
L(x) = -0,02x*+ 300x - 200.000

b) A funcdo lucro marginal é dada por L’'(x), derivada da
funcao L(x).

L(x) = -0,02x2+ 300x - 200.000
LX=2.-0,02.x'+1.300.x"'-0
L'(x) = -0,04x + 300

¢) L’(2000) = -0,04 . 2000 + 300 = 220

Portanto, o lucro real obtido com a venda da 2.0012 uni-
dade de moédulo do sistema ERP1 é de, aproximadamente,
R$ 220,00.

d) Grafico de L(x):

L(x) =-0,02x* + 300x - 200.000
L(x,)

800.000
600.000
400.000
200.000

0
-5.000 200,000 /O/ 5.000 % 10.000 15\000 20.000

-400.000

-600.000

A figura acima mostra o grafico que descreve o lucro obtido com a venda de x
modulos de sistema ERP1.
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INTEGRAL DE UMA FUNCAO

O calculo diferencial ocupa-se do problema de determinar
a taxa de variacdo de uma quantidade em relacdo a outra.
Ja o calculo integral resolve o problema oposto, ou seja,
se conhecemos a taxa de variacdo de uma quantidade em
relacdo a outra, podemos determinar, pela integral, a rela-
cao entre essas duas quantidades.

Em contextos nos quais nos interessam funcdes como as
de custo, receita e lucro, o calculo integral retornara a fun-
cao da qual conhecemos a funcdo marginal. Por exemplo,
se ¢ dada a funcao receita marginal, teremos como estabe-
lecer a relacdo entre receita e quantidade vendida (funcao
receita) por meio do calculo integral.

Funcao primitiva

No estudo da derivada, tinhamos uma funcio e, a partir
dela, obtinhamos uma outra funcao, a qual chamamos de
derivada. Neste momento, seguiremos o caminho inverso:
a partir da derivada da funcado, vamos obter a funcado da
qual temos a derivada. A essa funcao original, chamamos
de primitiva.

Uma funcao Fx) é chamada primitiva da funcao f{x) em um

intervalo I se, para todo x € I, tem-se:

F(x) = flx)
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Em outras palavras, a primitiva de uma funcao f(x) é uma
funcao que, se for derivada, gera filx). A funcdo primitiva
costuma ser chamada de F(x).

Exemplo

Suponha que a funcao receita marginal referente a venda do
equipamento de som AG-5 seja dada por R,,(X) =80 -x+Xx.
Determine a funcao receita total.

Resolucao

R, (¥ = R'(x), sendo R(x) a funcao receita. Portanto, conhe-
cemos a derivada de R(x) e precisamos determinar quem
é R(x).

Quando derivamos R(x), temos R’(x) = 80 - x + x>, que ¢é a
funcao receita marginal. Logo:

i) Se a derivada do primeiro termo é 80, entdo, antes de
derivar, o termo era igual a 80x, pois se ndo vemos o x é
porque seu expoente ficou igual a zero quando da deriva-
cdo, uma vez que, como X elevado a zero é igual a 1, ao

multiplicar 80, o resultado é o proprio 80.

ii) Se a derivada do segundo termo é -x, entao, antes de
derivar, x estava elevado a uma unidade a mais, e esse
expoente igual a 2 passou a multiplicar x; como s6 vemos

-1, esse 2 foi dividido por -2.

iii) Se x?> é a derivada do terceiro termo, seu expoente antes
da derivacao era igual a 3, e esse 3 passou a multiplicar x.
Como ndo o vemos, certamente foi dividido por 3.
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X1+1 X2+1 XZ x3
R(X) = 80x01- 2 | 3. — 80x -
X 2 73 X 3

2 ¥ > primiti ~ )
R = 80x -+ X pr1m1't1va da funf;ao recglta
2 3 marginal = funcao receita

Importante

Sendo
_ X X3
R(x) = 80x 5 + 3

a primitiva da funcado R’(x) = 80 - x + x?, a funcao R’(x) sera
a derivada de qualquer funcdo que tenha a forma [R(x) +
K], K € IR, porque a derivada de uma constante é igual a
zero, qualquer que seja essa constante. Observe:

a)Sek=0em

R(x) = 80x —XTZ + X?g , entao

_ XX Ix) = XX
R(x) = 80x 5+ 3+0 - R'(x) = 80x >+ 3

b) Se k=100 em

R(x) = 80x —XTZ + X?S + 100, entao

sox XL X 0 = g0x . X 4 X
R(x) = 80x > + 3+0 - R’(x) = 80x > + 3
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c) Se K=—% em

R() = 80x —XTZ + § - 3 entio

3
4 )

_gox-X 4 X —gox- X X
R(x) = 80x 5+ 3+O - R(x) = 80x 5+ 3

Segue, entdo, a definicao:

Seja I um intervalo dos nimeros reais. Se F é uma
funcao primitiva da funcado f no intervalo I, entao,
para qualquer constante K, a funcao G(x) dada por
G(x) = F(X) + k é também uma primitiva de fix).

Integral indefinida
O processo de determinar todas as primitivas (ou antide-
rivadas) é chamado integracao (ou antidiferenciacdo). O si-

nal da integral [ indica que a operacao de integracao deve
ser realizada sobre uma funcao f. Assim:

Jf®dx=Fx + K

Leia-se “a integral indefinida de fix)dx em relacdo a x é
igual a F(x) mais K”.

A interpretacdo é a de que a integral indefinida de f ¢ a
familia de funcdes dada por F(x) + K, em que F(x) = fix).
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A funcao f a ser integrada é denominada integrando, e
a constante K é chamada de constante de integracao. A
expressao dx que acompanha o integrando f(x) indica que
a operacao é executada em relacdo a x. Se a variavel inde-
pendente for t, escreveremos [ flf)dLt.

Regras de integracao

FUNGAO DERIVADA
i) Se fx) = k [ kdx=k.x+c
i) Se fx) = x° Ix”.dxz%*’c
iii) Se f(x) = g(x) + h(x) [1g00 + hoa1dx = [ goadx + | hoadx
iv) Se k. F(x) [k fodx=k. J fadx+
V) Se fx) = e Jedx=e+c

Exemplos

i) [2dx=2x+C

x5+1 Xﬁ
5+1° "6 €

ii) fx5.dx=

fiieiv) [3x2+9dx=3xdx+ [9dx=3.[x+9x=

X2+1
— 3
3 2+1+9x X+ 9x+C

Exemplo de aplicacao
A circulacdo atual de uma revista é de 3.000 exemplares
por semana. O editor-chefe da revista projeta uma taxa de
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crescimento dada por 4 + 5t/3 exemplares por semana,
daqui a t semanas, pelos proximos trés anos. Com base
em sua projecao, qual sera a circulacao da revista daqui a
125 semanas?

Resolucao

Vamos chamar de c(t) a funcdo que retorna a circulacao
daqui a t semanas, logo c'(t) é a taxa de variacao da circu-
lacdo na t-ésima semana, dada por c'(f) = 4 + 55,

A circulacdo atual de 3.000 exemplares semanais se tra-
duz em c(0) = 3.000, ou seja, o valor da funcao circulacao
quando t= 0 é de 3.000. Logo, integrando a equacao dife-
rencial (derivada, taxa de variacao) em relacao a t, temos:

,£+l

t 3

= [(@4+5e8dt=4t+ 5(—2 1

>+ C=4t+3073+C
3

Para determinar o valor de C (constante de integracao),
usamos a condicao c(0) = 3.000. Logo:

&=4.(0)+3.(05/3)+C

300
3.000=0+0+C—- C=3.000

Substituindo o valor de C, a circulacao da revista daqui a t
semanas é dada por d(t) = 4t + 3t°/3 + 3.000.
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Em particular, a circulacdo daqui a 125 semanas sera de:
C(125) =4(125) + 3(125°3) + 3.000 = 12.875

Portanto, a estimativa é a de que a circulacao seja de
12.875 exemplares semanais daqui a 125 semanas.

Integral definida

Seja flx) uma funcao continua no intervalo [a, b], a integral
definida de fix) de a até b é a diferenca:

S} fodx = Fb) - Fa)

Em que F é a primitiva de f(x), isto é, a integral definida
¢é a variacao liquida da primitiva entre x = a, chamada de
limite inferior de integracdo, e x = b, chamada de limite
superior de integracao.

Interpretacao geométrica da integral definida

Considere a funcao f{x) representada no grafico abaixo:

y Area S= fabf(x)dx = Fb) - Fa)
AT fx)
S
a b X
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A area S (regido destacada), limitada pelas linhas verticais
X=ae x= b, pelo eixo x e pelo grafico de f(x), pode ser
calculada por meio de uma integral, definida de a até b.

Se a curva y = f{x) esta acima do eixo horizontal no inter-
valo de interesse:

Se f é uma funcdo continua em um intervalo fechado [a,
b] e se fix) = 0 para todo x < [a, b], conforme figura acima,
entdo o numero de unidades quadradas na area da regiao
limitada pela curva y = fix), 0 eixo x e asretas x=ae x =

b é igual a:
Area = fixydx = Fb) - Fa)

Se a curva y = f(x) esta abaixo do eixo horizontal no in-
tervalo de interesse:

Area=["- fiydx=-f" fndx=-[Rb) - Aa)

Exemplo

A geréncia da Gerdone determinou que a funcao custo
marginal associada a producao diaria de uma determinada
barra metalica é dada por C(x) = 0,00006x>- 0,006x + 4 , em
que C(x) ¢ medida em reais por unidade e x denota o name-
ro de unidades produzidas. O custo fixo diario envolvido
nessa producdo é de R$ 100,00. Determine o custo total
diario da Gerdone para produzir:

a) As primeiras 500 unidades de barra metalica.
b) Da 2012 unidade a 4002 unidade.
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Resolucao

a) Como o custo marginal é igual a C(x), sua primitiva é
a funcao custo total C(x). A informacado de que o custo
fixo diario é de R$ 100,00 nos permite aplicar C(0) = 100.
Precisamos calcular C(500) - C(0), isto é, a variacao liquida
da funcéao custo total C(x) no intervalo [0, 500], ou seja, va-
mos calcular a integral definida de C’(x) de x=0 a x = 500.

[ Cdx = - £77(0,00006x2 - 0,006x + 4)dx = 0,000002%°
-0,003x2 + 4x| %

=[0,000002(500) - 0,003(500)2 + 4(500)] - [0,000002(0)3 -
0,003(0)>+ 4(0)] = 1.500

Portanto, C(500) = 1.500 + C(0) = 1.500 + 100 = 1.600,
de modo que o custo total diario que a Gerdone tem ao
produzir 500 barras metalicas é de R$ 1.600,00.

b) O custo total diario que a Gerdone tem na producao da

2002 unidade a 4002 unidade de barra metalica é dado por:
400 400

fzoo C'(x)dx =-/_(0,00006x2 - 0,006x + 4)dx = 0,000002x3

200 400
- 0,003 + 4x | 4

=[0,000002(400)* 0,003(400)? + 4(400)] - [0,000002(200)*
0,003(200)* + 4(200)] = 552

Portanto, o custo total diario da Gerdone incorrido na pro-
ducao da 2002 barra a 4002 barra é igual aR$ 552,00, equi-
valente a integral definida de C’(x) de x = 200 a x = 400.
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Problemas propostos

1) O diretor de operacoes de uma fabrica de moveis esco-
lares modelou o custo total de producao de kits sala de
aula C, em funcdao da quantidade de kits fabricados g, e
esse modelo descreve que C(g) = 2g*+ g + 9, por semana,
em reais. A producao atual é de 50 unidades semanais.
Para avaliar a viabilidade de aumento na producado, uma
das informacdes que o diretor de operacdes deseja obter
¢é 0 custo de producao da proxima unidade de kit sala de
aula, considerando o nivel de producao atual.

a) Qual funcao retorna a informacdo de que o diretor pre-
cisa?

b) Qual seria esse valor?

Respostas:

a) Funcao custo marginal, pois a derivada da funcdo de
custo aproxima o valor de uma unidade adicional. Se ele
quiser obter o valor exato, deve utilizar C(51) - C(50).

b) C(g) =4x+1 - C(50) =4 .50 + 1 = 201 reais.

2) Suponha que o custo total para fabricar x unidades de
um determinado produto agricola seja C(x) = 3x*+ 5x+ 10.

a) Encontre o custo marginal.
b) Determine, usando analise marginal, o custo de produ-
cao para a 512 unidade.

¢) Determine o custo real de producao da 512 unidade.
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Respostas:
a) C(x) =6x+5

b) C(50) = 305

¢) C(51) - C(50) = 308

3) A funcao de custo total semanal incorrido na fabricacao
de celulares pela Noka Tech é dada por C(x) = 0,000003x3
- 0,04x>+ 200x + 70.000 reais. Determine a funcao custo

médio marginal.

Respostas:

70.000

X2

CM(x) = 0,0000006x - 0,04 -

4) A demanda semanal por tablets da Orange é dada por
p=-0,02x+ 300 (0 <x<15.000), em que pindica o valor
unitario por atacado, em reais, e x representa a quantida-
de demandada. A funcao de custo total semanal associa-
do com a fabricacdo desses tablets é dada por:

C(x) = 0,000003x3- 0,04x>+ 200x + 70.000 reais.

Determine:
a) A funcao receita R e a funcao de lucro L.

b) As funcdes receita marginal, custo marginal e lucro

marginal.

¢) As funcdes C'(3.000), R’(3.000) e L'(3.000) e interprete
seus resultados.
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Respostas:
a) R(x) = -0,02x2+ 300x

b) R’(x) = -0,04x + 300, C'(x) = 0,000009x* - 0,08x + 200,
L’'(x) = 0,000009x2 - 0,04x + 100

¢) C’(3.000) = 41. Quando o nivel de producao ja é de 3.000
tablets, o custo real para produzir um tablet adicional é de
aproximadamente R$ 41,00.

Entao, R’(3.000) = 180, ou seja, a receita a ser obtida com a
venda do 3.001° tablet é de, aproximadamente, R$ 180,00.

Por fim, L’(3.000) = 139, isto é, o lucro com a venda do
3.001° tablet é de aproximadamente R$ 139,00.

5) A taxa de consumo de energia elétrica de certo munici-
pio cresce exponencialmente com uma constante de cres-
cimento k = 0,04. Se a taxa atual de consumo for de 40
milhoes de quilowatts-hora (kWh) por ano, qual deve ser a
producao total de energia elétrica, ao longo dos préoximos
trés anos, para atender a demanda estimada?

Resposta:

127,5 milhdes de quilowatts-hora.

Neste capitulo, vocé estudou as definicdes de derivada e
integral e as aplicacoes referentes as funcées marginais,
bastante utilizadas em contextos de gestdao de qualquer
area da atividade economica.

Inicialmente, foram estudadas nocdes sobre limite de uma

funcao, para, entdo, passarmos ao estudo da derivada e da
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analise marginal, contemplando as func¢des receita margi-
nal, custo marginal e lucro marginal, funcdes derivadas das
funcoes de receita, custo e lucro. Com a andlise marginal,
podemos aproximar receita, custo e lucro da proxima uni-
dade quando ja se esta em determinado nivel de producao.

Na ultima parte do texto, foi introduzido o calculo inte-
gral, que nos retorna uma funcdo primitiva quando co-
nhecemos a sua taxa de variacao (derivada), aplicado as
funcodes de receita, custo e lucro.

Esse estudo permitird que vocé gere subsidios importan-
tes para os processos de tomada de decisdo de que parti-
cipara ao longo de sua atuacao profissional.
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CONSIDERACOES FINAIS

No primeiro capitulo discorremos sobre o modulo linear,
Funcao do 1° grau, e desenvolvemos uma fundamentacao
técnica e tedrica capaz de proporcionar-lhe uma sélida e
intuitiva compreensao dos conceitos basicos necessarios
para seguir carreira na area de gestdo e financas. Aborda-
mos aqui aspectos relativos as funcdes mais usuais den-
tro da economia, com énfase em aplicacdes e abordagem

voltadas para a resolucao de problemas de cunho pratico.

No segundo capitulo, discorremos sobre o moédulo quadra-
tico, funcdo do 2° grau, muito comum em aplicacdes nas
ciéncias e em economia. Logo, vocé pode estudar situacoes
praticas envolvendo as funcdes do 2° grau, com atencao
especial ao vértice da parabola. Vimos também que as
coordenadas do vértice sdo tuteis para a determinacao de
valores maximos, valores minimos e intervalos de cresci-
mento (ou decrescimento) das funcdes associadas.

No terceiro capitulo, discorremos sobre o modelo exponen-
cial — funcdo exponencial —, que possibilitou o estudo do
comportamento de fenémenos como juros compostos, de-
preciacdo, curva de aprendizagem, comportamento de cres-
cimento e decrescimento de grandezas como populacao. O
uso desse tipo de modelagem, com o apoio de ferramentas
digitais de calculo como planilhas eletronicas, possibilita
avancos significativos por meio de simulacoes e represen-
tacoes graficas para a compreensao e analise do fenémeno
em estudo, necessario a uma tomada de decisao correta.



Por fim, no quarto capitulo, abordamos a analise margi-
nal, que é o estudo das taxas de variacdo das quantidades
econOmicas (em administracao e economia), uma vez que,
quando as taxas de variacdo sdo conhecidas, podemos
obter a funcao de cuja variacdo conhecemos. Em matema-
tica, as taxas de variacao estao associadas a um conceito
bastante importante: a derivada de uma funcao. Portan-
to, iniciamos o estudo das fun¢des marginais, de especial
interesse em processos de gestdo, para que pudéssemos
entender os conceitos de derivada e integral.

Desejamos, assim, que o conhecimento adquirido da ma-
tematica aplicada a partir do estudo desta obra seja bas-
tante Util para auxilia-lo em seus estudos, ajudando-lhe a
compor o conhecimento necessario para o desempenho

de sua carreira profissional.

Os autores
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